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Методична розробка може бути використана викладачами та студентами вищих навчальних закладів 1 рівня акредитації при організації самостійної роботи.
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Передмова
В сучасних умовах важливого значення набула проблема професійної підготовки фахівців, здатних мислити і діяти творчо, самостійно, нетрадиційно. Одним з головних завдань занять з математики є не тільки повідомлення певної суми знань студентам, а й розвиток у них пізнавальних інтересів, творчого відношення до справи, прагнення до самостійного «добування» і розширення знань і умінь, вдосконалення вміння застосовувати їх у своїй практичній діяльності.
Самостійна робота є основним засобом засвоєння студентом навчального матеріалу. Мета СРС — сприяти формуванню самостійності як особистісної риси та важливої професійної якості молодої людини, суть якої полягає в уміннях систематизувати, планувати, контролювати й регулювати свою діяльність без допомоги й контролю викладача. Завданнями СРС можуть бути засвоєння певних знань, умінь, навичок, закріплення та систематизація набутих знань, їхнє застосування за вирішення практичних завдань та виконання творчих робіт, виявлення прогалин у системі знань із предмета. Самостійна робота дає можливість студенту працювати без поспіху, не боячись негативної оцінки товаришів чи викладача, а також обирати оптимальний темп роботи та умови її виконання. в час, вільний від обов'язкових навчальних занять, без участі викладача. 
	Під час самостійної роботи краще за все проявляються індивідуальні особливості студента, його здібності та нахили.
	Метою вивчення предмету є навчити студентів логічно мислити, ознайомлення їх з сучасними математичними методами досліджень, математичними моделями типових процесів і явищ, вміння користуватися математичною інформацією та швидко відшукати потрібну.
	Курс математики для спеціальностей  136 «Металургія», 161 «Хімічні технології та інженерія», 273 «Залізничний транспорт»,  133 «Галузеве машинобудування» відповідає вимогам державного стандарту освіти і розрахований на 232 аудиторні  навчальні години. Поняття і факти, які не ввійшли у названу кількість аудиторних навчальних годин, але дуже важливі для загальнокультурної та професійної підготовки студентів даних спеціальностей доцільно вивести на самостійне вивчення студентів. Тому, крім аудиторних навчальних годин, курс математики для названих спеціальностей має 48  годин для самостійного вивчення і розрахований на 280 годин.
Методична розробка містить методичні вказівки щодо самостійної роботи студентів з предмету «Математика» і матеріали, що забезпечують самостійну роботу студентів.
В методичних вказівках міститься перелік тем для самостійного вивчення, кількість годин на їх вивчення, форми поточного та підсумкового контролю знань, завдання для самоконтролю та самоаналізу знань, перелік навчально- методичної літератури, необхідної для самостійної роботи студентів.
Матеріали, що забезпечують самостійну роботу студентів, - це ретельно підібраний теоретичний матеріал кожної теми з переліком питань і завдань для самоконтролю.
	Самостійна робота студентів  виконується студентами в навчальних кабінетах, бібліотеках, а також в домашніх умовах.
	Викладач контролює та оцінює самостійну роботу студентів за допомогою запланованих форм поточного та підсумкового контролю знань.
	Саме самостійна робота набуває все більшого значення й актуальності сьогодні, оскільки обсяг навчального матеріалу з математики досить значний, і не все можна встигнути розглянути під час аудиторних занять. Отже, правильна організація власної самостійної роботи з боку студента є важливою запорукою успішного навчання і ефективного засвоєння ним знань.
Самостійна робота студентів потребує чіткої організації, планування, системи й певного керування з боку викладача (обсяг завдань, типи завдань, методичні рекомендації щодо їхнього виконання, аналіз передбачуваних труднощів, облік, перевірка та оцінювання виконаних робіт), що сприяє підвищенню якості навчального процесу.
1. Методичні вказівки щодо самостійної роботи студентів з навчального предмета «Математика»
Даний розділ містить перелік тем для самостійного вивчення, кількість годин на їх вивчення, форми поточного та підсумкового контролю знань, завдання для самоконтролю та самоаналізу знань, перелік навчально-методичної літератури, необхідної для самостійної роботи студентів. 

	№
	Найменування
 розділів, тем для 
сам. вивчення у
позакласний  час
	Кількість 
годин
 на 
вивчене
	Форми поточного та підсумкового контролю
	Завдання для самоконтролю та самоаналізу знань
	Навчально-методичні засоби

	1
	Неперервність функцій.
	2
	Перевірка конспекту
	
Дослідити на неперервність функцію: в точці х=2.
	[1]
Р1.§3(3.1,3.2)

	2
	Гармонічні коливання.
	2
	Фронтальна перевірка практичного завдання
	Побудувати графік функції  y = -2sin(0,5x + π/6).
	[1]
Р2.§2(2.5)

	3
	Найпростіші тригонометричні нерівності.
	2
	Фронтальне та індивідуальне опитування
	Розв’язати нерівності:    




sin t  -; cos x ; 


 tg t > -; ctgt .
	[1]
Р2.§2(2.3)

	4
	Степінь з довільним дійсним показником.
	2
	Вибіркова перевірка практичного завдання
	Обчислити значення виразів:  ; .
	[1]
Р6.§1(1.3)

	5
	Правила знаходження екстремуму функції за допомогою ІІ похідної.
	2
	Фронтальна перевірка практичного завдання
	
Знайти екстремум за допомогою другої похідної:.
	Конспект 

	6
	Розв’язання задач прикладного характеру.
	2
	Розгорнута бесіда. Перевірка конспекту
	Парканом довжиною 80 м треба огородити прямокутну ділянку найбільшої площі. Знайти розміри ділянки. 
	http://mathurok.com/studentam/

	7
	Розв’язок систем нерівностей з однією змінною.
	2
	Фронтальне та індивідуальне опитування
	Знайти область визначення функції: 

у = .
	[3]
§56, с.346

	8
	Системи нелінійних рівнянь.
	2
	Фронтальне та індивідуальне опитування
	Розв’язати систему: 
	[3]
§56, с.338,339

	9
	Застосування показникової та логарифмічної функції до опису реальних процесів.
	2
	Вибіркова перевірка практичного завдання
	Підготувати доповідь «Використання логарифмів в науці, техніці і навколишньому середовищі».
	[1]
Р6.§1(1.5)

	10
	Наближені методи обчислення визначеного інтеграла.
	2
	Фронтальна перевірка конспекта
	Скласти опорний конспект.
	[1]
Р7.§3(3.4)

	
11
	Формули площ плоских фігур.
	2
	Фронтальна перевірка опорного конспекта
	Знайти радіуси описаного та вписаного кіл для трикутника зі сторонами: 13 см, 14 см і 15см.
	Геом. середньої школи

	12
	Колінеарність та компланарність векторів.
	2
	Вибіркова перевірка практичного завдання
	Знайти вектори, які колінеарні вектору , і довжина яких утричі більша. 
	[1]
 Р5.§1(1.1, 1.3)

	13
	Поняття мішаного та векторного добутків векторів.
	2
	Перевірка конспекту. 
	



Знайти векторний добуток,  якщо  
	http://mathurok.com/studentam/

	14
	Зображення фігур у стереометрії.
	2
	Вибіркова перевірка практичного завдання
	На зображенні ромба з кутом 120° побудувати зображення висоти, проведеної з цієї вершини.
	[1]
 Р4.§1(1.4)

	15
	Вимірювання відстаней у просторі (від точки до прямої, від точки до площини, від прямої до площини, між площинами).
	2
	Перевірка конспекту.
	Точка S на 5 см віддалена від усіх сторін правильного трикутника, медіана якого дорівнює 9 см. Знайдіть відстань від даної точки до площини трикутника. 
	[1]
Р4.§2(2.4)

	16
	Вимірювання кутів у просторі (між прямою і площиною, між площинами).
	2
	Перевірка конспекту.
	Кут між площинами α і β дорівнює 60°. Точка А, яка лежить у площині α, віддалена від площини β на 12 см. Знайдіть відстань від точки А до лінії перетину площин.
	[1]
Р4.§2(2.5, 2.6)

	17
	Правильні многогранники.
	2
	Фронтальна перевірка практичного завдання
	Виготовити моделі правильних многогранників
	[1]
Р8.§2(2.3)

	18
	Побудова перерізів многогранників.
	4
	Фронтальна перевірка практичного завдання
	Три точки належать ребрам чотирикутної призми (піраміди). Побудувати переріз многогранника площиною, що проходить через ці точки (індивідуальні завдання).
	[1]
Р8, §2

	19
	Перерізи циліндра і конуса.
	2
	Фронтальна перевірка практичного завдання
	Виконати побудову всіх можливих видів перерізів циліндра і конуса. 
	Р8.§1(1.1)
§2(2.1,2.2)

	20
	Розв’язання задач прикладного характеру.
	2
	Перевірка конспекту
	Скласти задачу прикладного змісту на обчислення площ поверхонь та об’ємів тіл обертання та розв’язати її.
	[1]
Р9.§2(2.1-2.3)


	21
	Елементи комбінаторики.
	2
	Фронтальна перевірка виконання завдання
	№605-608 
	[1]
Р4.§18,19

	22
	Ймовірності суми  та добутку подій.
	2
	Розгорнута бесіда. Перевірка практичного завдання.
	Береться навмання трицифрове натуральне число від 100 до 999. Знайти ймовірність того, що хоч би дві його цифри співпали.
	[1] Р10.§1(1.3)

	23
	Дискретна випадкова величина, закон її розподілу. Математичне сподівання дискретної випадкової величини.
	2
	Перевірка конспекту.
	Зробити опорний конспект

	[1] Р10.§2(2.1-2.3)



Розподіл годин для самостійного вивчення по семестрах
Всього– 48 годин: 1семестр – 12 год, 2 семестр – 8 год, 3 семестр - 28 год 
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2. Матеріали, що забезпечують самостійну роботу студентів
Даний розділ містить ретельно підібраний теоретичний матеріал кожної теми з переліком питань і завдань для самоконтролю.
2.1. Неперервність функцій.
План
1. Поняття неперервності функції в точці та на проміжку.
2. Теореми про неперервність функції.
Питання  для самоконтролю
0. Яка функція називається неперервною в точці хо?
0. Яка функція називається неперервною на проміжку?
0. Які умови повинні виконуватися, щоб функція була неперервною?
0. Сформулюйте основні теореми про неперервність.
0. Чи є неперервною функція, подана у вигляді многочлена?
0. В яких точках розривається дробово-раціональна функція?
Завдання для самоконтролю
Прочитати [1], Р1.§3(3.1,3.2).

Дослідити на неперервність функцію: в точці х=2.
Зміст питання
0. Поняття неперервності функції в точці та на проміжку.
Розгляньте графіки функцій, зображених на рис. 1. [image: ]
Які із цих графіків можна накреслити, не відриваючи олівця від аркуша паперу?
Точки, у яких при побудові графіка відриваємо олівець від паперу, називають точками розриву, а функцію – розривною в цій точці.
На рис. 1 розривними функціями є функції f2, f3, f4, які мають розрив в точці х = 1.
В усіх останніх точках області визначення функцій f2, f3, f4 ці функції не мають розриву. Отже, в інших точках функції f2, f3, f4 неперервні, функція f1 неперервна в кожній точці. Якщо функція неперервна в кожній точці деякого проміжку, то говорять, що функція неперервна на цьому проміжку.
Функція називається неперервною в точці хо, якщо існує границя функції в цій точці і вона дорівнює значенню функції в точці хо.
Отже, функція у = f(x) в точці хо, буде неперервною тоді і тільки тоді, коли виконуються умови:
1) функція у = f(x) визначена в точці хо, ;

2) для функції існує границя ;

3) границя функції f(x) в точці хо, дорівнює значенню функції в цій точці: .
Якщо функція у=f(x) неперервна в кожній точці деякого проміжку, то її називають неперервною на даному проміжку. 
0. Теореми про неперервність функції.
Справедливі такі теореми.
Теорема 1. Якщо функції у = f(x) і у = g(x) є неперервними в точці х, то в цій  точці будуть неперервними й функції у = f(x) ± g(x) та у = f(x) – g(x).


Теорема 2. Якщо функції у = f(x) і у = g(x) є неперервними в точці хо і , то в точці хо,  буде неперервною також і функція .
Виходячи з теорем 1 та 2, можна стверджувати:
1. 
Многочлен у = а0 + а1х + а2х2 +... + аnxn – неперервна функція в будь-якій точці .
1. 
Дробово-раціональна функція  неперервна в усіх точках числової осі, крім тих точок, у яких знаменник дорівнює нулю. 

2.2. Гармонічні коливання.
План
1. Поняття гармонічного коливання.
2. Основні характеристики гармонічного коливання.
3. Використання гармонічного коливання в житті.
4. Шкідлива дія коливань.
Питання  для самоконтролю
1. Які рухи називаються коливаннями? 
2. Що таке гармонічне коливання?
3. Назвіть рівняння гармонічних коливань.
4. Сформулюйте основні характеристики гармонічних коливань.
5. Де використовуються гармонічні коливання?
6. Чи існує шкідлива дія коливань?
Завдання для самоконтролю
Прочитати [1], Р2.§2(2.5)
Побудувати графік функції  y = -2sin(0,5x + π/6)
Зміст питання
1. Поняття гармонічного коливання.
Будь – які  рухи, які періодично повторюються називаються коливаннями. Серед усіх різноманітних форм коливань важливе місце належить гармонічним коливанням. Гармонічні коливання — це найпростіші періодичні коливання. Більшість коливань, які трапляються на практиці, складні. Будь-яке складне періодичне коливання є сумою найпростіших гармонічних коливань (гармонік). Гармонічні коливання — єдиний тип коливань, форма яких не спотворюється_у процесі відтворення. 
Періодичні зміни фізичної величини в залежності від часу, які відбуваються за законом синуса або косинуса називаються гармонічними коливаннями.
 Рівняння гармонічних коливань
,.
2. Основні характеристики гармонічних коливань.
1) А – амплітуда коливань; характеризує найбільше відхилення точки, що коливається від положення рівноваги;
2)  – фаза коливань, яка визначає стан коливальної системи у будь-який момент часу [рад]. Це кутова величина, яка визначає частку періоду (в градусах чи радіанах), що минула від початку коливання: при описі коливання через синус — від найближчого моменту, коли величина мала нульове значення; при описі коливання через косинус — від найближчого моменту, коли величина мала максимальне значення;
3)  - початкова фаза коливань, тобто значення фази коливання в момент початку відліку часу;
4) - кутова швидкість [рад/с];
5) - час [c]
6)  – період коливань [c] – це час, за який точка здійснює одне повне коливання;
7)  – частота коливань. Вона показує скільки коливань здійснює точка за 1с.
3. Використання гармонічного коливання в житті.
Людина  зустрічається   з коливаннями і використовує їх у різних сферах своєї діяльності:
1) Періодичний характер деяких процесів  у людському організмі.
2) Біоритмологія.
3) Біологічний годинник.
4) Звуки та слух.
5) Фізичні основи будови голосового апарата людини та тварин.
6) Звукові методи дослідження в клініці.
4. Шкідливі дії коливань.
1) Вібрація станка діє на різець та деталь, яка обробляється, та може привести до браку.
2) Вібрація рідини в паливних баках ракети загрожує їх цілісності.
3) Добре затягнута  гайка під дією вібрації послаблюється  та станок розшарується.
4) Коливання, розповсюджуючись по тілу, викликають в тканинах організму стійкі порушення нормальних фізіологічних функцій – «вібраційну хворобу». Ця хвороба приводить до серйозних порушень в людському організмі: судинні порушення (особливо порушення капілярного кровообігу); функціональні порушення центральної нервової системи, що проявляється в головних болях, порушеннях сну, підвищенні втомлюваності,  кісткові порушення, порушення функцій внутрішніх органів тощо. Багато хто з нас відчували  дію коливань на свій організм під час качки пароплава чи літака.

2.3. Найпростіші тригонометричні нерівності.
План
1. Поняття тригонометричної нерівності.
2. Найпростіші тригонометричні нерівності і метод їх розв’язання. 
3. Приклади розв’язання тригонометричних нерівностей.
Питання  для самоконтролю
1. Яка нерівність називається тригонометричною?
2. Що означає розв’язати тригонометричну нерівність?
3. Які тригонометричні нерівності називаються найпростішими?
4. Який метод використовується для розв’язання тригонометричних нерівностей?
Завдання для самоконтролю
Прочитати [1], Р2.§2(2.3)






Розв’язати нерівності:        sin t  -; cos x ;  tg t > -; ctgt .
Зміст питання
1. Поняття тригонометричної нерівності.
Нерівність називається тригонометричною, якщо вона містить змінну тільки під знаком тригонометричної функції.
 Наприклад, sin 3x > 1,  cos x + tg x < 1 — тригонометричні нерівності. 
Розв'язати тригонометричну нерівність означає знайти множину значень змінної, при яких нерівність виконується. 
2. Найпростіші тригонометричні нерівності і метод їх розв’язання. 
Розв'язування тригонометричних нерівностей зводиться до розв'язування нерівностей:


sin x > a,     sin x < a,     sin x  a,      sin x  а,


cos x > a,    cos x < a,    cos x  a,     cos x  a,


[image: ] tg x > a,     tg x < a,     tg x a,      tg x  a, які називаються найпростішими. Найпростіший способ розв’язання тригонометричні нерівності - використання одиничного кола.
 
 

3. [image: ][image: ][image: ]Приклади розв’язання тригонометричних нерівностей.


[image: ]1. Розв'яжіть нерівність sin t  .
Розв'язання


Будуємо одиничне коло (рис. 2) та пряму         у = , яка перетинає одиничне коло в точках А і В. Знаходимо на одиничному колі точки, значення ординат яких не менші .



Цими точками є точки дуги АСВ, де А = , В = . Отже, розв'язком нерівності будуть усі значення t із проміжку . Враховуючи, що період функції sin t дорівнює 2π, маємо розв'язок даної нерівності

.

[image: ]Відповідь: 


2. Розв'язати нерівність sin t  – .
Розв'язання






Будуємо одиничне коло (рис. 3) та пряму      у = –, яка перетинає одиничне коло в точках А і В. Точки дуги АСВ мають значення у, не більші за –, де А = , В =. Отже, розв'язком нерівності будуть усі значення t з проміжку . Враховуючи періодичність, маємо: 

[image: ]Відповідь: .

3. Розв'язати нерівність cost > .
Розв'язання





Побудуємо одиничне коло (рис. 4) та пряму х = , яка перетинає одиничне коло в точках А і В. Точки одиничного кола, абсциси яких більші за , лежать на дузі АР0В, де А = , В = . Отже, розв'язком нерівності будуть усі значення t із проміжку . Враховуючи періодичність, маємо: 

                

Відповідь:

[image: ]4. Розв'язати нерівність cos t < –.
Розв'язання





Побудуємо одиничне коло (рис. 5) та пряму   х = –, яка перетинає одиничне коло в точках А і В. Точки одиничного кола, абсциси яких менші за –, лежать на дузі АСВ де А = , В = . Отже, розв'язком нерівності будуть усі значення t із проміжку . Враховуючи періодичність, маємо:


                   Відповідь: .

[image: ]5.Розв'яжіть нерівність tg t  1.
Розв'язання










[image: ]Побудуємо одиничне коло та лінію тангенсів (рис. 6). На осі тангенсів позначимо число 1. Якщо t є розв'язком нерівності, то ордината точки Т, рівна tg t, повинна бути не більша 1. Множина таких точок Т — промінь AT. Множина точок , що відповідають точкам променя АТ, — дуга , яка на рисунку виділена. (Зверніть увагу: точка  належить, а точка  не належить множині розв'язків). Отже, розв'язком нерівності будуть усі значення t із проміжку . Враховуючи, що період функції tg t дорівнює π, маємо розв'язок даної нерівності , n  Z.  Відповідь: , де n  Z.

6.Розв'яжіть нерівність tg t > .
Розв'язання











[image: ]На осі тангенсів (рис. 7) позначимо число  і множину значень тангенсів, не менших за  (промінь AT). На одиничному колі множина точок, що відповідають кутам, тангенс яких не менший від , є дуга . Отже, розв'язком нерівності будуть усі значення t із проміжку . Враховуючи періодичність, маємо: , де п  Z.                                    Відповідь: , де п є Z. 


7.Розв'яжіть нерівність ctgt  -.
Розв'язання







На осі котангенсів позначимо число	і множину (рис. 8) значень котангенсів, не менших за - (промінь AQ). На одиничному колі множина точок, що відповідають кутам, котангенс яких не менший від -, є дуга   Отже, розв'язки нерівності будуть усі значення t із проміжку . Враховуючи періодичність, маємо:  , п  Z.


Відповідь: , де п  Z. 

2.4. Степінь з довільним дійсним показником
План
1. Екскурс в історію.
2. Поняття степеня з довільним дійсним показником.
3. Властивості степеня з довільним дійсним показником.
Питання  для самоконтролю
1. Хто і коли ввів поняття степеня? 
2. Що називається степенем з довільним дійсним показником?
3. Сформулюйте властивості степеня.
Завдання для самоконтролю
Прочитати [1], Р6.§1(1.3)
Обчисліть значення виразів: а) ; б)  .
Зміст питання
1.   Екскурс в історію
       Термін “показник” для степеня ввів у 1553р. німецький математик
(спочатку монах, а потім- професор) Михайль Штифель
(1487-1567). По-німецьки “показник”- Exponent, з латині
exponere-“виставляти на показ”; exponens,exponentis “що виставляється на
показ”, “той, що показується”. Штифель увів дробові й нульові показники.
Позначення ж  для натуральних показників увів Рене Декарт (1637), а
вільно поводитися з такими самими дробовими й від’ємними показниками
почав з 1676 року Ісаак Ньютон. Степені з довільними  дійсними
показниками, без будь-якого загального означення, розглядали Лейбніц та
Іоганн Бернуллі. 
2. Поняття степеня з довільним дійсним показником.
Що являє собою степінь додатного числа з дійсним показником.   Почнемо з окремого випадку. З’ясуємо, що розуміють під степенем числа 2 з показником .
Ірраціональне число  можна подати у вигляді нескінченного неперіодичного десяткового дробу: =3,1415…
Розглянемо послідовність раціональних чисел
3;  3,1;  3,14;  3,141;  3,1415;…
Зрозуміло, що ця послідовність збігається до числа .
Відповідно до попередньої послідовності побудуємо послідовність степенів з раціональними показниками:
, , , , , …
 Можна показати, що члени даної послідовності зі збільшенням номера прямують до деякого додатного числа. Це число і називають степенем числа 2 з показником  і позначають .
 Аналогічно можна діяти в загальному випадку, означаючи зміст виразу , де , де  - довільне дійсне число. Для числа  будують збіжну до нього послідовність раціональних чисел , , ,… Потім розглядають послідовність , , , … степенів з раціональними показниками. Ця послідовність збігається до додатного числа с, яке не залежить від вибору збіжної до  послідовності раціональних чисел , , ,… Число  с називають степенем додатного числа b з дійсним показником  і позначають .
3. Властивості степеня з довільним дійсним показником.
Зрозуміло, що  для всіх дійсних , 
При  вираз , де  - ірраціональне число, не має змісту. Степінь з дійсним показником має ті самі властивості, що й степінь з раціональним показником.                                                  
1. an · ak = an+k.
1. an : ak = an-k.
1. (an)k = ank.
1. an · bn = (ab)n.
1. .

2.5.  Правила знаходження екстремуму функції за допомогою ІІ похідної.
План
1. Необхідна і достатня умови екстремуму функції.
1. Правила знаходження екстремуму за допомогою другої похідної.
1. Приклад знаходження екстремуму функції за допомогою другої похідної.
Питання  для самоконтролю
1. Сформулюйте необхідну ознаку локального екстремуму функції.
2. Сформулюйте достатню ознаку екстремуму функції за допомогою другої похідної.
3. Назвіть алгоритм знаходження екстремуму функції за допомогою другої похідної.
4. Чи вірно, що якщо в критичній точці f"(x0) < 0, то в цій точці функція досягає локального мінімуму?
5. Якою точкою є критична точка, в якій f"(x0) > 0.
Завдання для самоконтролю
Вивчити алгоритм знаходження екстремуму функції за допомогою другої похідної.

Знайти екстремум за допомогою другої похідної:.
Зміст питання
1. Необхідна і достатня умови екстремуму функції.
НЕОБХІДНА ОЗНАКА ЛОКАЛЬНОГО ЕКСТРЕМУМУ
Якщо функція має в точці x0 локальний екстремум, то її похідна або рівна нулю f'(x0)=0 , або не існує. Точки, які задовольняють виписаним вище вимогам ще називають критичними точками. Проте не в кожній критичній точці функція має екстремум. Відповідь на питання: чи буде критична точка точкою екстремуму дає наступна теорема.
ДОСТАТНЯ ОЗНАКА ІСНУВАННЯ ЕКСТРЕМУМУ ФУНКЦІЇ ЗА ДОПОМОГОЮ ДРУГОЇ ПОХІДНОЇ
Теорема. Нехай функція два рази диференційована в околі точки x0 і похідна рівна нулю f'(x0) = 0 . Тоді в точці x = x0 функція має локальний максимум, якщо друга похідна в ній менша нуля f"(x0) < 0 , і локальний мінімум, якщо друга похідна додатна f"(x0) > 0.
Якщо ж f"(x0) = 0, то точка x = x0 може й не бути точкою екстремуму.
1. Правила знаходження екстремуму за допомогою другої похідної.
1) знайти область визначення D(f);
2) знайти похідну f'(x);
3) знайти критичні точки x0;
4) визначати другу похідну f"(x) і досліджувати згідно теореми;
5) обчислити значення функції в точках екстремуму.
1. Приклад знаходження екстремуму функції за допомогою другої похідної.
Дослідити на екстремум функцію y = cos x + sin x, x[].
Розв’язання. Функція визначена на всій числовій прямій. Знаходимо першу й другу похідну:     y′ = - sin x + cos x, y′′ = - cos x - sin x.
Шукаємо критичні точки функції:
y′ = 0  або - sin x + cos x = 0.
Звідси tg x = 0  або x = k , де k = 0,  
Відрізку [] належить тільки одна критична точка x = 0. Знайдемо значення другої похідної при  x = 0: 
y′′(0)= - cos 0 - sin 0 = -1.
Таким чином, на відрізку []. функція y = cos x + sin x має тільки один екстремум, а саме, максимум:
ymax =  y(0)=  cos 0 + sin 0 = 1.

2.6. Розв’язання задач прикладного характеру зі застосуванням похідної
План
0. Сторінками історії. 
0. Використання фізичного змісту похідної.
0. Використання економічного змісту похідної.
0. Використання похідної для знаходження найбільшого та найменшого значення функції.
Питання  для самоконтролю
1. В чому полягає фізичний зміст похідної?
2. В чому полягає економічний зміст похідної?
3. Чим відрізняється середня і гранична вартість виробу?
4. За яким алгоритмом знаходять найбільше і найменше значення функції?
5. Які прикладні задачі розв’язують з використанням похідної?
6. Які Ви знаєте професії, що вимагають знання про похідну?
Завдання для самоконтролю
Опрацювати конспект.
Розв’язати задачу: Парканом довжиною 80 м треба огородити прямокутну ділянку найбільшої площі. Знайдіть розміри ділянки. 
Зміст питання
0. Сторінками історії.  Англія, 1666 рік. І.Ньютон, якому лише 23 роки, робить прорив у математиці – відкриває похідну. І все. Життя Європи полетіло так швидко, що вчені не могли навіть уявити такого.
Розвиток науково-технічного прогресу, війни, виготовлення зброї, епідемії і відкриття цілющого пеніциліну, запуск космічної ракети і створення ядерних реакторів – основою цього всього послужило диференціальне числення. Від високих досягнень  до стрімких падінь крокувала поряд похідна, кидаючи свої максимуми і мінімуми¸ похідна, яка миттєво змінила світ.
 За допомогою диференціального числення було розв’язано цілу низку задач теоретичної механіки, фізики та астрономії. Зокрема, використовуючи методи диференціального числення, вчені передбачили повернення комети Галлея, що стало тріумфом науки  XVІІІ ст. За допомогою саме цих методів математики у XVІІІ та XІX ст. вивчали різні криві: знайшли криву найшвидшого спуску матеріальної точки, навчились визначати кривизну ліній.
0. Використання фізичного змісту похідної.


Похідна – це швидкість зміни функції. Тому швидкість – це похідна від шляху за часом (  ), а прискорення – це похідна від швидкості за часом ( ).
Фізичні задачі, що використовують похідну:
· знаходження швидкості та прискорення прямолінійного  руху тіла чи матеріальної точки;
· знаходження кутової швидкості тіла обертання ;
· знаходження швидкості зростання маси кристалів;
· визначення швидкості зміни температури під час нагрівання;
· визначення освітленості електричної лампочки.
  Розглянемо способи розв’язування де-яких задач.
Задача 1 (пробне ЗНО 2007р.).

 Ліфт після ввімкнення рухається за законом . Знайти швидкість в кінці п’ятої секунди.
Розв’язання
[image: ][image: ]                                  Відповідь: 


[image: 80365_prev_425]Задача 2. Лижник, спускаючись з гірки, рухається за законом Знайти швидкість і прискорення лижника в момент часу , якщо відстань вимірюється в метрах. Який це рух?
Розв’язання

 





Відповідь: 
                                                  Рівноприскорений рух.

0. Використання економічного змісту похідної.
В економіці часто користуються середніми величинами: обчислюють середню собівартість продукції, середню продуктивність праці.
Проте при вивченні деяких процесів в економіці зустрічаємося з такими задачами, де потрібно з’ясувати, на яку величину зростуть витрати виробництва, якщо збільшити обсяг продукції, і, навпаки, на скільки зменшаться витрати виробництва, якщо скоротити обсяг продукції; з’ясувати залежність попиту на товар від ціни на нього. Середні величини відповіді на такі питання не дають, тому часто доводиться шукати граничні величини які є невід’ємною складовою похідної. Однією з задач, яка характеризує економічний зміст похідної є задача про продуктивність праці.
Задача про продуктивність праці





Нехай функція Q0=Q(t0) виражає кількість виробленої продукції  за час 0. Необхідно знайти продуктивність праці в момент . Похідна обсягу виробленої продукції  щодо часу  – це продуктивність праці в момент часу .  

Задача 3. Обсяг продукції  (ум. од.) цеху протягом робочого дня є функцією


 , де  – час в годинах. Знайти продуктивність праці через 
3 години від початку роботи. 
Розв’язання

Учням тут слід пригадати задачу про продуктивність праці. Продуктивність праці визначається похідно .




Знаходимо продуктивність праці у момент часу , тоді 
Відповідь: продуктивність праці через 3 години від початку роботи становить 22 одиниці.



Задача 4. Залежність між витратами виробництва  (ум. од.) та обсягом випущеної продукції  (од.) виражається функцією Визначте середні і граничні витрати при обсязі продукції, що рівний 5 одиницям.
Розв’язання










– це функція середніх витрат. =При  середні витрати (гр. од.). Функція граничних витрат виражається так:  при    граничні витрати  грошових одиниць.
1. Використання похідної для знаходження найбільшого та найменшого значення функції.
 Цікавою є легенда про відшукання найбільшого значення функції, за  якою засновниця м. Карфагена Дідона, посварившись з братом Пігмаліоном, втекла від свого батька і після багатьох пригод з’явилася  на південному узбережжі Середземного моря. Тут, у царя Нарбаса, за невеликі гроші вона купила шматок землі «не більше, ніж можна обміряти шкурою бика» - як зазначалося в угоді. Місцеві жителі вважали умову буквальною і розраховували, що Дідоні для нового поселення дістанеться дуже маленький клаптик узбережжя. Проте спритна Дідона розрізала шкуру бика на найтонші смужки, зв’язала їх мотузкою і, закріпивши один її кінець на березі моря, пішла з іншим вздовж берега. Перед нею  постало питання: яку форму потрібно надати мотузці, щоб «обміряти шкурою бика» найбільшу площу? Зокрема, це є задача на пошук замкненої кривої даної довжини, що обмежує найбільшу площу. Виявляється, що такою кривою є коло. Дідоні, щоб розв’язати задачу, потрібно було обійти півколо з центром у точці О, довжина якого дорівнювала довжині мотузки. Розв'язання багатьох практичних задач зводяться до знаходження найбільшого та найменшого значень неперервної на відрізку функції, тобто знаходження екстремумів. 
Загальний метод розв'язування задач на екстремум за допомогою похідної складається з трьох етапів: 
· формалізація (задача „перекладається" мовою функцій, для цього обирається зручний параметр х, через який шукану величину виражають як функцію f(x);
· розв'язання одержаної математичної задачі; 
· інтерпретація знайденого розв'язку („переклад" його з мови математики у терміни первинної задачі). 

Нехай дано функцію ,  яка неперервна на відрізку [a;b], диференційована в інтервалі (a;b), за винятком можливо скінченого числа точок, де вона не існує. Необхідно ж знайти найбільше та найменше значення функції на цьому відрізку. 
В практичних задачах, де процес, явище, закон, величина описуються певною функцією, зміст самої задачі накладає певні обмеження на аргумент, тобто аргумент має певні межі.
Так, наприклад, кут трикутника може змінюватися лише від 0 до , швидкість тіла доводиться розглядати в проміжку часу від t0 до t1 та інше. Тому й необхідно досліджувати поведінку функції на конкретному проміжку [a;b] або на його кінцях, то чинять так:
1. знаходять критичні точки в інтервалі (a;b) (точки, в яких похідна дорівнює нулю або не існує), обчислюють значення функції в цих точках;
1. 
знаходять значення функції на кінцях відрізка, тобто;
1. серед усіх значень вибирають найбільше і найменше значення.

У випадку, коли функція монотонна на відрізку [a;b], то найбільшого і найменшого значення вона досягає на кінцях відрізка. У цьому випадку обмежуємось обчисленням значень .
[image: ]Задача 5. Серед прямокутників, що мають периметр 20 см, знайти той, діагональ якого найменша.

Розв'язання


Нехай довжина однієї із сторін шуканого прямокутника х см, тоді друга сторона дорівнює (10 - х) см, де 0 < х < 10. Тоді (рис. 9) діагональ у прямокутника виражається формулою у ==. Знайдемо стаціонарні точки:


у' =   · (100 - 20х + 2х2)' = ; y’ = 0; 2x – 10 = 0;
 х= 5.



Якщо 0 < х < 5, то y' < 0, тобто функція спадає, якщо 5 < х < 10, то у' > 0, і функція зростає. Отже, найменше значення функції у =  на інтервалі (0; 10) дорівнює yнайм = y(5) =  = 5.

Таким чином, найменшу діагональ 5см матиме квадрат зі стороною 5 см.
 Відповідь: квадрат зі стороною 5 см.
Задача 6. Визначити висоту басейну із квадратним дном, об’єм якого 32м3, такого, щоб на облицювання його стін і дна, витрати на матеріали були найменшими ( збірник підготовки до ЗНО) 
Розв’язання
Нехай довжина та ширина басейну –       .Складемо функцію, за якою можна обчислити площу стін і дна S(х) = + 4х = + .  Дослідимо її на екстремум:  S'(х) = 2х - .     S'(х)=0, тоді  =0 і х =4.
Відповідь: 4м.
Задача 7. У живильне середовище вносять популяцію з 1000 бактерій. Чисельність популяції зростає за законом р(t)= 1000 + ( 1000t )/( 100 + t2); t- виражається в годинах. Знайти максимальний розмір цієї популяції.


2.7. Розв’язок систем нерівностей з однією змінною.
План
1. Поняття системи нерівностей з однією змінною.
2. Основні кроки розв'язування системи нерівностей з однією змінною.
3. Найпростіші нерівності з модулем.
4. Застосування систем нерівностей
Питання  для самоконтролю
1. Що означає «розв'язати систему нерівностей»? Опишіть дії, які треба виконати, щоб отримати розв'язок системи нерівностей.
2. На рисунках позначено множини розв'язків нерівностей системи. Чи є правильним запис множини розв'язків системи?
	1)
	[image: ]
	2)
	[image: ]

	3)
	[image: ]
	4)
	[image: ]


0. 
Дано систему:  При яких а система має розв'язок:
1) [2; 3]; 		2) розв'язків немає; 	3) х = 5?
Завдання для самоконтролю
Прочитати [3], §56, с.346.

Знайти область визначення функції: у = .
Зміст питання
0. Поняття системи нерівностей з однією змінною.
Якщо треба знайти спільні розв'язки нерівностей з однією змінною, то кажуть, що треба розв'язати систему нерівностей.

Систему нерівностей записують за допомогою фігурної дужки. Наприклад:  
Розв'язком системи нерівностей з однією змінною є значення змінної, яке є розв'язком кожної з нерівностей системи. 

Наприклад: х = 3 є розв'язком системи  бо при х = 3 
3 – 3 < 1 і 2 ∙ 3 – 1 > 3 є правильними нерівностями (х = 3 є розв'язком кожної з нерівностей).
2.    Основні кроки розв'язування системи нерівностей з однією змінною.
1. Розв'язуємо кожну нерівність системи.
2.	Зображуємо множину розв'язків кожної нерівності на одній координатній прямій.
3.	Знаходимо переріз числових проміжків, записуємо відповідь.

Приклад 1. Розв'яжемо систему нерівностей 
Розв'язання






    (див. рисунок). [image: ] Відповідь: х  
	[image: ]
	[image: ]


1. Найпростіші нерівності з модулем.
	Наприклад: 
|x – 1| < 3; 


 

x  (-2; 4). 
	Наприклад: 
|x – 1| > 3; 


 


x  (-∞; -2)  (4; +∞).

	Приклад 2. Розв'яжемо нерівність | 7х + 8 | < 2.

	Розв'язання

	Дана нерівність рівносильна системі:

	



 .

Відповідь: .



1. Застосування систем нерівностей
Приклад 3. Визначимо, при яких значеннях змінної має зміст вираз

. 
Розв'язання.




 Вираз  має зміст, коли підкореневі вирази невід'ємні і знаменник не дорівнює 0, тобто виконується система:                            Відповідь: х є [-1,5; 4,5).

2.8. Системи нелінійних рівнянь.
План
1. Способи розв’язання нелінійних систем.
1. Розв’язування систем рівнянь з двома змінними способом підстановки.
1. Розв’язування систем рівнянь з двома змінними способом алгебраїчного додавання.
1. Розв’язування систем рівнянь з двома змінними заміною змінних.
1. Розв'язування систем нелінійних рівнянь з двома змінними способом почленного ділення рівнянь системи.
1. Деякі види нелінійних систем.
Питання  для самоконтролю
1. Що називається розв’язком системи рівнянь з двома змінними?
1. Які способи розв’язання систем ви знаєте?
1. У який спосіб можна розв’язати систему рівнянь:




1)  	2)  	3)  	4) 
Завдання для самоконтролю
Прочитати [3], §56, с.338,339
Розв’язати систему: 
Зміст питання
0. Способи розв’язування нелінійних систем.
 Розглянемо деякі види систем нелінійних рівнянь. Систему  рівнянь другого степеня з двома змінними можуть утворювати два рівняння, кожне з яких є рівнянням другого степеня, або одне з них є рівнянням другого степеня, а інше – рівнянням першого степеня.
Розв’язок такої системи – це пара значень змінних, яка задовольняє обидва рівняння системи.
Способи розв’язування систем:
· Графічний 
· Підстановки
· Алгебраїчного додавання
· Почленного ділення
· Заміни змінних
0. Розв’язування систем рівнянь з двома змінними способом підстановки.
Якщо в системі рівнянь з двома змінними одне з рівнянь є рівнянням першого степеня (лінійним), то таку систему можна розв’язати способом підстановки.

Приклад. Розв’яжемо систему рівнянь 
Розв’язання
1. 3х – у = 2 — рівняння першого степеня, виразимо у через х із цього рівняння: у = 3х – 2.
2. Підставимо замість у у друге рівняння вираз 3х – 2 і розв’яжемо одержане рівняння зі змінною х: 
3x2 + (3x – 2)2 = 28; 3х2 + 9x2 – 12х + 4 – 28 = 0; 12x2 – 12х – 24 = 0; 
х2 – х – 2 = 0; х1 = -1; х2 = 2. 3. За формулою у = 3х – 2 знайдемо відповідні значення змінної у:
у1 = 3х1 – 2 = 3 ∙ (-1) – 2 = -5; у2 = 3х2 – 2 = 3 ∙ 2 – 2 = 4. Отже, система має розв’язки: х1 = -1; у1 = -5; х2 = 2; у2 = 4. 
Відповідь: (-1; -5); (2; 4).
0. Розв’язування систем рівнянь з двома змінними способом алгебраїчного додавання

Приклад: 
Розв’язання 
0. Помножимо друге рівняння на 2 і додамо до першого: 

 х2 + 2ху + у2 = 16; (х + у)2 = 16;  
0. Розв’яжемо окремо дві системи, у яких одне з рівнянь є лінійним.






      
Відповідь: (3; 1); (1; 3); (-3; -1); (-1; -3).
0. Розв’язування систем рівнянь з двома змінними заміною змінних.

Приклад: 
Розв’язання
1. Зробимо заміну ху = а;    [image: ] = b і розв'яжемо утворену систему способом додавання. 





    а = 4; b = 1.
1. Виконаємо обернену заміну і розв'яжемо систему способом підстановки.



   
Відповідь: (2; 2); (-2; -2).
1. Розв'язування систем нелінійних рівнянь з двома змінними способом почленного ділення рівнянь системи

Приклад: 
Розв’язання
1. Розкладемо на множники друге рівняння та поділимо його на перше почленно.



   
1. Розв'яжемо дві системи.





   Відповідь: ; (-7; -4).
1. Деякі види нелінійних систем.
· Однорідні системи рівнянь

Система двох рівнянь з двома змінними називається однорідною, якщо ліві частини рівнянь  є однорідні многочлени степеня  від двох змінних.
Однорідні системи рівнянь розв’язують за допомогою методів алгебраїчного додавання і введення нової змінної.
Приклад.

Розв’язати  систему рівнянь .
Розв’язання. 







. Розділимо обидві частини 1-го рівняння системи на : , . Введемо заміну: , . За  теоремою Вієта     






· 
Розв'язування систем рівнянь виду 
де а і b — деякі відомі числа, із застосуванням теореми, оберненої до теореми Вієта

Приклад. Розв'яжемо систему рівнянь  За теоремою, оберненою до теореми Вієта, х і у є коренями рівняння t2 – 5t + 6 = 0; t1 = 2; t2 = 3.Отже, х1 = 2; у1 = 3 і х2 = 3; у2 = 2. 
Відповідь: (2; 3); (3; 2).

2.9.  Застосування показникової та логарифмічної функції до опису реальних процесів
План
1. Застосування показникової функції в природних процесах.
2. Показникова функція в банківській справі.
3. Логарифми в оточуючому світі.
4. Застосування логарифмічної функції в спеціальностях коледжу.
Питання  для самоконтролю
0. Яка функція називається показниковою?
0. В яких природних процесах застосовується показникова функція?
0. Чи використовується показникова функція в банківській справі?
0. Яка функція називається логарифмічною?
0. Що називається логарифмічною спіраллю?
0. В яких реальних процесах використовується логарифмічна функція?
0. На яких спеціальностях коледжу використовується логарифмічна функція?
Завдання для самоконтролю
Підготувати доповідь «Використання логарифмів в науці, техніці і навколишньому середовищі»
Зміст питання
0. Застосування показникової функції в природних процесах.
Більшість процесів у житті пов’язано із залежністю між величинами. Наприклад, кількість виконаної роботи залежить від її обсягу та складності самої роботи, рівень знань учня від рівня його інтелектуального розвитку вартість покупки від кількості купленого товару і цін. Одна залежність носить випадковий характер, інші постійні.  Розглянемо різноманітні процеси, які відбуваються  в природі і описуються показниковою функцією.
Радіоактивний розпад. Під час радіоактивного розпаду маса m речовини змінюється на протязі часу t по закону: m =m0 akx , де m ─  маса речовини через t років  після  початку розпаду; m0 ─ початкова маса речовини; k и a  ─  постійні величини для даної речовини.
Приріст населення.  Кількість  y  жителів міста З мільйонним населенням через x років обчислюється за формулою y = 1 000 000 • 1,02x (при умові, що кожного року спостерігається приріст населення на 2%).
Зміна температури. Температура Т 100 г піску, нагрітого до 100ºС, зміняються при 0ºС в залежності  від часу  t за формулою:  Т =  100 • 0,8 t .
Зміна рівня рідини. Під час витікання рідини  з циліндричної посудини через тонку трубку, розміщену в основі циліндра, висота h рівня рідини  із зміною часу t  змінюється  по формулі: h=h0 аt, де h0  ─  початковий рівень рідини ; a ─ постійна, яка залежить від діаметра трубки.
Зміна атмосферного тиску.   Атмосферний тиск змінюється  в залежності  від  висоти h над рівнем моря за законом p = p0 ah ,де p 0 ─ атмосферний  тиск  над  рівнем  моря;   a  ─   постійна величина.
 Розмноження бактерій.   Розмноження  бактерій в деякому середовищі  проходить так, що їх кількість   Ν  зміняється  з часом за законом Ν = Ν 0 akt, де N 0 ─  початкова кількість  бактерій при t = 0; a і  k ─   постійні величини.
Приріст  деревини.  Дерево росте так, що кількість деревини  з часом збільшується  по закону     М = М0 akt  , де М – кількість деревини у даний момент, м3; М0 ─ початкова кількість деревини; t - час (в роках ),  який відлічується  з моменту, коли об`єм  деревини був М0; k ─ деяка  постійна
0. Показникова функція в банківській справі
Ще за стародавніх часів було широко поширене лихварство — віддавання грошей у позику під відсотки. Селянин у разі неврожаю, ремісник, майно якого знищила пожежа, розорений торгівець змушені були йти до лихваря, обіцяючи наступного року повернути суму значно більшу, ніж узята в позику. Наприклад, у Давньому Вавилоні лихварі брали по 20 % лихви на рік. При цьому, якщо боржник не міг повернути борг наступного року, йому треба було платити відсотки не тільки з позиченого капіталу, а й з відсотків, що виросли за рік. Тому через 2 роки слід було заплатити не 40 %, а 44 % лихви, адже 1,22 = 1,44. За 5 років сума боргу збільшувалася в 1,25 разів, тобто майже в 2,5 рази, а за 10 – років більш ніж у 6 разів. Зрозуміло, що більшість боржників були не в змозі повернути борг і, давно виплативши основну суму боргу, були змушені все життя працювати на те, щоб виплатити все зростаючі відсотки. Нарешті зубожілі боржники ставали рабами хижого лихваря.
У XIV—XV ст. у Західній Європі почали з'являтися банки (від фр. banque — лава, контора) — установи, які давали гроші в позику князям та купцям, фінансували за великі відсотки далекі мандрівки та завойовницькі походи. Щоб полегшити розрахунки складних відсотків, склали таблиці, за якими відразу можна було дізнатися, яку суму треба виплатити через п років, якщо була взята сума а під p% річних. Легко підрахувати, що сума, яку треба заплатити, виражається формулою: [image: http://www.rusnauka.com/23_NTP_2013/Matemathics/4_143707.doc.files/image028.gif]
Якщо р — стале, то S є функцією від п. Такі таблиці давали значення показникової функції при різних значеннях основи [image: http://www.rusnauka.com/23_NTP_2013/Matemathics/4_143707.doc.files/image030.gif]і натуральних значеннях п.
3. 
Логарифми в оточуючому світі.
Логарифмічна спіраль – це крива, яка перетинає всі кути, що виходять із однієї точки О, під одним і тим же кутом α.

	Рівняння (в полярних координатах) має вигляд: . 
У техніці часто застосовуються ножі, що обертаються. Сила, з якою вони тиснуть на матеріал, що розрізається, залежить від кута розрізання, тобто кута між лезом ножа і напрямом швидкості обертання. Для того, щоб тиск був сталим, потрібно щоб залишався сталим кут розрізання, а це буде у  тому випадку, коли леза ножів будуть окреслені по дузі логарифмічної спіралі. Завдяки цьому лезо ножа сточується рівномірно.
[image: Рисунок2]	Якщо літак буде летіти, дотримуючись весь час одного курсу, тобто перетинаючи всі меридіани під одним і тим самим кутом, то його шлях зобразиться на карті логарифмічною спіраллю.
	У гідротехніці по логарифмічній спіралі вигинають трубу, що підводить потік води до турбіни. Завдяки такій формі труби втрати енергії при зміні напряму течії в трубі виявляються мінімальними і напір води використовується з максимальною продуктивністю.
Логарифми проникають в галузь психології. Досліди показали, що організм людини ніби «логарифмує» отримані ним подразнення, тобто величина відчуття приблизно пропорційна десятковому логарифму величини подразнення.
Раковини молюсків, равликів... а також роги таких ссавців як архари (гірські кози), закручені за логарифмічною спіраллю. Можна сказати, що ця спіраль є математичним символом відношення форм росту. Великий німецький поет Іоганн Вольфганг Гете вважав її математичним символом життя і духовного розвитку. В соняшника зернята розташовані також за дугами, близькими до логарифмічної спіралі.Один з найбільш поширених павуків, епейра, сплітаючи павутиння, закручує нитки навколо центра у формі складної трансцендентної кривої логарифмічної спіралі.За логарифмічною спіраллю закручені і багато галактик, в тому числі Галактика, яка належить сонячній системі.
[image: https://lh4.googleusercontent.com/_haSIGnCqw41JQvG8e__FUit3tuTbpCODvUTy-ekO49zzaAiz3dEDAzF8PrPJilewGq49frM1hK4mpvWd80boqZqmKaK9TE5PKJbrZloICZt5RLOAvYZZje6l54pc-nfph3PmnqQmuFIaEQ6][image: https://lh6.googleusercontent.com/9I_OnC2un5bBEC7iw0ZF6vXz6riLH4UH3It6pmNtQfkArxkbQp-tN8rtrlvOX0Twc4bhE2qq79ntUrFDiv5m-E8fJplXy78AMCPVEZpceG4PO0LzU5FNpYSrLfREiOu-4BKQfIne6JF7-jc9]

[image: https://lh6.googleusercontent.com/ZLSTeewdr9OBXs8CzAyEfkPwpGQ4shCb0VequLOdG_ssaNNsoQDSsS9bPhXcqFEtjdSai1ZX9EKyA8dBJVXT4AGQrjibyH6TfSq_MYCMbzhhm5k3D4y6GBMqYNBDfYoDsNx8zxmekRKlvSiv]


[image: https://lh5.googleusercontent.com/7wxAuIeENw8HVyUbVDLgtA8WHM2LrIDyHitQ9LxyZH7ZRa9D2eiLfgOXKyXRcDPq0Y4G1W87TS7uLjCC_YNjDKjGIdqktZO3C_sB--wh99Kvr-F8ylPgZsWoG3HV3jKAccOKq4lY76T51sp1][image: https://lh5.googleusercontent.com/PKwjxAwnYK7v6ER1UWZMM4kw268qzwkxAUG_yiHEfp3RoPYKGSUElgCve4-iuUIQzMrZb4fROaMKbMDLtXSaQ5giqWgDilHD5cuCTQjDitDslpB44JSwFy680LFJWrFGnWLL5vXqjG3duTnX]




4. Застосування логарифмічної функції в спеціальностях коледжу
[image: ]
[image: ]
2.10. Наближені методи обчислення визначеного інтеграла
План
1. Необхідність застосування наближених методів обчислення визначеного інтеграла.
2. Формула прямокутників.
3. Формула трапецій.
Питання  для самоконтролю
1. Яка формула дозволяє обчислити визначений інтеграл?
2. Чи завжди можна знайти первісну функції?
3. Які методи використовуються при обчисленні інтегралів, коли первісну знайти не вдається?
4. В чому полягає метод прямокутників?
5. Назвіть формулу прямокутника.
6. В чому полягає метод трапецій?
7. Назвіть формулу трапецій.
Завдання для самоконтролю
Прочитати [1], Р7 §3(3.4)
Скласти опорний конспект.
Зміст питання
1. Необхідність застосування наближених методів обчислення визначеного інтеграла.
При розв’язуванні математичних, інженерних, фізичних задач досить часто виникає потреба обчислювати визначені інтеграли. Лише в небагатьох випадках для їх обчислення можна отримати аналітичні вирази для первісних підінтегральних функцій. Тому в більшості випадків користуються чисельними методами інтегрування.
1. Формула прямокутників.



Нехай треба обчислити значення визначеного інтегралу , де  є деяка задана на  проміжку  неперервна  функція. Існує багато прикладів обчислення подібних інтегралів, або за допомогою первісної, якщо вона виражається в скінченому вигляді, або ж – мінуючи первісну – за допомогою різних прийомів, як правило, штучних. Потрібно відмітити, однак, що всім цим вичерпується вузький клас інтегралів; за його межами зазвичай вдаються до різних методів наближеного обчислення. 
В даній роботі можна ознайомитися з основними із цих методів, в яких наближені формули для інтегралів складаються по деякому числу значень підінтегральної функції, обчислених для ряду (зазвичай рівновіддалених) значень незалежної змінної. 


Перші формули, які сюди відносяться, простіше всього отримуються із геометричних міркувань. Витлумачуючи визначений інтеграл як площу деякої фігури, яка обмежена кривою , ми і ставимо перед собою задачу знаходження цієї площі.

[image: ]Перш за все, вдруге використовуючи ту думку, яка привела нас до самого поняття про визначений інтеграл, можна розбити усю фігуру  (рис. 10) на смуги, однієї і той же ширини , а потім кожну смугу наближено замінити прямокутником, за висоту якого прийнята будь-яка із його ординат. Це приведе нас до формули:

,


де  . Тут шукана площа криволінійної фігури замінюється площею деякої ступінчатої фігури, яка складається із прямокутників (або ж, можна сказати, що визначений інтеграл замінюється інтегральною сумою). Ця наближена формула і називається формулою прямокутників.



На практиці зазвичай беруть  якщо відповідну середню ординату  позначити через , то формула перепишеться у вигляді  

.     (1)
1. Формула трапецій.




Геометричні міркування природно приводять і до другої, наближеної формули, що часто використовується. Замінивши дану криву вписаною в неї ламаною, з вершинами у точках , де  . Тоді наша криволінійна фігура заміниться іншою, яка складається із ряду трапецій (рис 11.). Якщо, як і раніше рахувати, що 
проміжок  розбитий на рівні частини, то площі цих трапецій будуть 


[image: ].

Додаючи, прийдемо до нової наближеної формули

.     (2)
Це так звана формула трапецій. 


Можна показати, що при зростанні  до нескінченності похибка формули прямокутників і формули трапецій нескінченно зменшується. Таким чином, при достатньо великому  обидві ці формули відтворюють шукане значення з довільним рівнем точності. 

2.11.  Формули площ плоских фігур.
План
1. Формули площ многокутників.
2. Формула площі круга.
Питання  для самоконтролю
1. За якими формулами можна знайти площу довільного трикутника?
2. За якою формулою можна знайти площу правильного трикутника?
3. За якою формулою можна знайти площу прямокутного трикутника?
4. За якими формулами можна знайти площу довільного паралелограма?
5. За якими формулами можна знайти площу ромба?
6. За якими формулами можна знайти площу прямокутника?
7. За якими формулами можна знайти площу квадрата?
8. За якою формулою можна знайти площу круга?
9. Як можна знайти площу трикутника, якщо відомі його сторони і радіус описаного (вписаного) кола?
Завдання для самоконтролю
Знайдіть радіуси описаного та вписаного кіл для трикутника зі сторонами: 13 см, 14 см і 15см.
Зміст питання

[image: ПЛОЩІ]
    ПЛОЩА КРУГА: S =  

2.12.  Колінеарність та компланарність векторів.
План
1. Поняття колінеарних векторів.
2. Умова колінеарності векторів.
3. Поняття компланарності векторів.
4. Розклад вектора за трьома некомпланарними векторами.
Питання  для самоконтролю
1. Які вектори називаються колінеарними?
2. Які вектори називаються однаково напрямленими?
3. Які вектори називаються протилежно напрямленими?
4. Назвіть умову колінеарності векторів.
5. Які вектори називаються компланарними?
6. Як розкласти вектор за некомпланарними векторами?
Завдання для самоконтролю
Прочитати [1], Р5.§1(1.1, 1.3)
Знайдіть вектори, які колінеарні вектору , і довжина яких утричі більша. 
Зміст питання
1. Поняття колінеарних векторів.
Ненульові вектори називаються колінеарними, якщо вони лежать або на одній прямій, або на паралельних прямих; нульовий вектор вважається колінеарним будь-якому вектору.


[image: ]Ненульові вектори  і  називаються однаково напрямленими, якщо вони колінеарні та напрямлені в один бік. Ненульові вектори називаються протилежно напрямленими, якщо вони колінеарні та напрямлені в протилежні боки.
2. Умова колінеарності векторів.
[image: http://zno.academia.in.ua/pluginfile.php/8378/mod_book/chapter/855/heometria30.png]Якщо є вектори [image: http://zno.academia.in.ua/pluginfile.php/8378/mod_book/chapter/855/heometria29.png] і вони колінеарні, то 
то [image: http://zno.academia.in.ua/pluginfile.php/8378/mod_book/chapter/855/heometria32.png] – колінеарні вектори.
 Задача. Знайдіть значення m і n, при яких вектори [image: http://zno.academia.in.ua/pluginfile.php/8378/mod_book/chapter/855/heometria33.png] колінеарні.
Розв’язання
     У колінеарних векторів координати пропорційні, звідси [image: http://zno.academia.in.ua/pluginfile.php/8378/mod_book/chapter/855/heometria34.png]. Маємо два рівняння:
1)  [image: http://zno.academia.in.ua/pluginfile.php/8378/mod_book/chapter/855/heometria35.png] ;
2)   [image: http://zno.academia.in.ua/pluginfile.php/8378/mod_book/chapter/855/heometria36.png].
     Відповідь: m=1, n=-10.
3. Поняття компланарності векторів.
Компланарні вектори - вектори, що лежать в одній і тій же площині або паралельні одній і тій же площині.
Два вектора завжди компланарні. Три вектора компланарні, якщо їх можна помістити в одну і ту ж площину.
4. Розклад вектора за трьома некомпланарними векторами.




Теорема. Якщо  некомпланарні, то для будь-якого вектора  існують, і до того ж єдині числа  такі, що .

2.13.  Поняття мішаного та векторного добутків векторів.
План
1. Поняття векторного добутку векторів. 
2. Властивості векторного добутку.
3. Поняття мішаного добутку векторів. 
4. Властивості мішаного добутку.
Питання  для самоконтролю
1. Що називається правою трійкою некомпланарних векторів?
2. Який добуток векторів називається векторним?
3. Чому дорівнює модуль векторного добутку векторів?
4. Які властивості має векторний добуток векторів?
5. Сформулюйте необхідну і достатню умову колінеарності векторів.
6. В чому полягає геометричний зміст векторного добутку?
7. Який добуток векторів називається мішаним?
8. Які властивості має мішаний добуток векторів?
9. Що відбувається з мішаним добутком при циклічній перестановці його співмножників?
10. Що відбувається з мішаним добутком при перестановці двох сусідніх множників?
11. В чому полягає геометричний зміст мішаного добутку?
12. Сформулюйте необхідну і достатню умову компланарності векторів.
Завдання для самоконтролю
Прочитати матеріал на інформаційному порталі: http://mathurok.com/studentam/




Знайти векторний добуток,  якщо     
Зміст питання
1. Векторний добуток векторів
[image: File:Right hand rule cross product.svg]Упорядкована трійка некомпланарних векторів a, b, c в тривимірному просторі називається правою, якщо з кінця вектора с найкоротший поворот від вектора a до вектора b видно спостерігачеві проти годинникової стрілки. І навпаки, якщо найкоротший поворот видно за годинниковою стрілкою, то трійка називається лівою. 
Векторним добутком векторів [image: \vec{a}] і [image: \vec{b}] називається вектор [image: \vec{c}], який задовольняє наступним умовам:
1. [image: \vec{c}\perp\vec{a},\;\vec{c}\perp\vec{b}]
1. [image: ][image: \vec{a},\;\vec{b},\;\vec{c}] утворюють праву трійку векторів (див. рисунок)
1. його модуль чисельно дорівнює площі паралелограма, побудованого на векторах [image: \vec{a}] і [image: \vec{b}].
[image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/SEMESTR1/1.5.files/image054.gif]
Позначається: [image: \vec{c}=\vec{a}\times \vec{b},\;\vec{c}=[\vec{a},\vec{b}]]
2. Властивості векторного добутку:
1. [image: http://lib.uabs.edu.ua/library/Metod/K_v_matematiki/2008/865_2008.files/image1144.gif]
1. [image: http://lib.uabs.edu.ua/library/Metod/K_v_matematiki/2008/865_2008.files/image1146.gif]
1. [image: http://lib.uabs.edu.ua/library/Metod/K_v_matematiki/2008/865_2008.files/image1148.gif]
1. [image: http://lib.uabs.edu.ua/library/Metod/K_v_matematiki/2008/865_2008.files/image1150.gif]
1. Необхідною й достатньою умовою колінеарності двох ненульових векторів є рівність нулю їхнього векторного добутку:
[image: http://lib.uabs.edu.ua/library/Metod/K_v_matematiki/2008/865_2008.files/image1152.gif]  [image: http://lib.uabs.edu.ua/library/Metod/K_v_matematiki/2008/865_2008.files/image696.gif] || [image: http://lib.uabs.edu.ua/library/Metod/K_v_matematiki/2008/865_2008.files/image1154.gif]      
1. Площа паралелограма, побудованого на векторах [image: http://lib.uabs.edu.ua/library/Metod/K_v_matematiki/2008/865_2008.files/image696.gif] і [image: http://lib.uabs.edu.ua/library/Metod/K_v_matematiki/2008/865_2008.files/image1156.gif] 
[image: http://lib.uabs.edu.ua/library/Metod/K_v_matematiki/2008/865_2008.files/image1158.gif]
 Якщо відомі координати  векторів [image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/SEMESTR1/1.5.files/image067.gif] і [image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/SEMESTR1/1.5.files/image068.gif], то їх векторний добуток знаходиться за формулою:
  [image: ]
Задача 1. Обчислити  площу трикутника з вершинами [image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/SEMESTR1/1.5.files/image073.gif](1;-1;2), [image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/SEMESTR1/1.5.files/image074.gif](5;-6;2), [image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/SEMESTR1/1.5.files/image075.gif](1;3;-1).
[image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/SEMESTR1/1.5.files/image076.gif]Розв’язання: 
[image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/SEMESTR1/1.5.files/image077.gif], [image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/SEMESTR1/1.5.files/image078.gif], тоді площа трикутника АВС буде обчислюватися наступним чином:
[image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/SEMESTR1/1.5.files/image080.gif][image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/SEMESTR1/1.5.files/image079.gif] ,
3. Мішаний добуток векторів.
Мішаним добутком трьох векторів називається число, яке дорівнює векторному добутку [image: http://lib.uabs.edu.ua/library/Metod/K_v_matematiki/2008/865_2008.files/image1211.gif], помноженому скалярно на вектор [image: http://lib.uabs.edu.ua/library/Metod/K_v_matematiki/2008/865_2008.files/image1213.gif] [image: http://lib.uabs.edu.ua/library/Metod/K_v_matematiki/2008/865_2008.files/image1215.gif]
Якщо [image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/SEMESTR1/1.5.files/image086.gif], то
[image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/SEMESTR1/1.5.files/image087.gif]
4.  Властивості мішаного добутку
1. Мішаний добуток не змінюється при циклічній перестановці його співмножників, тобто [image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/SEMESTR1/1.5.files/image082.gif].
2. При перестановці двох сусідніх множників мішаний добуток змінює свій знак на протилежний, тобто [image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/SEMESTR1/1.5.files/image083.gif].
3. Необхідна і достатня умова компланарності трьох векторів: [image: http://lib.uabs.edu.ua/library/Metod/K_v_matematiki/2008/865_2008.files/image1234.gif] = 0  -  вектори  [image: http://lib.uabs.edu.ua/library/Metod/K_v_matematiki/2008/865_2008.files/image1119.gif] компланарні. 

Отже, в  координатній формі умова компланарності трьох ненульових векторів має вигляд: =0
4. Якщо [image: http://lib.uabs.edu.ua/library/Metod/K_v_matematiki/2008/865_2008.files/image1234.gif] > 0 - трійка векторів [image: http://lib.uabs.edu.ua/library/Metod/K_v_matematiki/2008/865_2008.files/image1119.gif] права;                
[image: http://lib.uabs.edu.ua/library/Metod/K_v_matematiki/2008/865_2008.files/image1234.gif] < 0 - трійка векторів [image: http://lib.uabs.edu.ua/library/Metod/K_v_matematiki/2008/865_2008.files/image1119.gif] ліва.
[image: ][image: ]5. Мішаний добуток некомпланарних векторів [image: http://lib.uabs.edu.ua/library/Metod/K_v_matematiki/2008/865_2008.files/image1119.gif] дорівнює об’єму паралелепіпеда, побудованого на цих векторах, взятому зі знаком плюс, якщо трійка векторів [image: http://lib.uabs.edu.ua/library/Metod/K_v_matematiki/2008/865_2008.files/image1119.gif] права, і зі знаком мінус, якщо трійка ліва. 
 Задача 2. Обчислити мішаний добуток векторів [image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/SEMESTR1/1.5.files/image088.gif].
Розв’язання : 
[image: http://edu.dvgups.ru/METDOC/ENF/VMATEM/SEMESTR1/1.5.files/image089.gif]



2.14.  Зображення фігур у стереометрії.
План
1. Необхідність дотримування правил зображення фігур в стереометрії.
2. Поняття паралельного проектування.
3. Властивості паралельного проектування.
4. Зображення просторових фігур на площині. Таблиця проекцій фігур.
Питання  для самоконтролю
1. Як виконується паралельне проектування?
1. Що називається паралельною проекцією точки; фігури?
1. Що є паралельною проекцією прямої; двох паралельних прямих?
1. Чи зберігається при паралельному проектуванні довжина відрізків; величина кутів?
1. В якому випадку відношення довжин проекцій відрізків дорівнює  відношенню довжин відрізків, які проектують?
Завдання для самоконтролю
Прочитати [1],  Р4.§1(1.4)
На зображенні ромба з кутом 120° побудувати зображення висоти, проведеної з цієї вершини.
Зміст питання
0. Необхідність дотримування правил зображення фігур в стереометрії.
У математичних питаннях не можна 
нехтувати навіть найменшими помилками
 І. Ньютон
[image: ]Зображення просторових фігур підпорядковується певним законам. Можна зобразити на площині просторові фігури, яких не існує в дійсності. Наприклад (демонстрація малюнків неіснуючих фігур, рис.14): 
У сучасному живописі існує цілий напрямок, який називається «імпосібілізм» (від англ. неможливий, неймовірний), прихильники якого вправляються в зображенні неможливих об'єктів.
Всі ці ілюстрації показують, наскільки важливо дотримуватися правил при зображенні фігур. І перші такі правила - аксіоми стереометрії та наслідки з них.
0. Поняття паралельного проектування.
Для зображення просторових фігур у стереометрії користуються паралельним проектуванням. Пригадаємо, що це таке. 
Паралельне проектування можна порівняти з утворенням тіні, коли джерело світла знаходиться дуже далеко.
[image: ][image: ]Нехай дано довільну площину α, точку А і пряму h, яке перетинає площину α (рис.15). Проведемо через точку А пряму, яка паралельна h, вона перетинає площину α у деякій точці А1. Знайдену таким способом точку А1 називають паралельною проекцією точки А на площину α у напрямі h. Пряму h називають проектуючою прямою, площину α — площиною проекцій.
Паралельне проектування – це метод зображення довільних фігур на площині, коли  кожна точка фігури переноситься на площину по прямим, паралельним заданій прямій. 
Щоб побудувати проекцію будь-якої фігури, треба спроектувати на площину проекції кожну точку даної фігури (рис.16). Виведемо  деякі властивості паралельного проектування.
0. Властивості паралельного проектування.
1. проекцією прямої є пряма;
· Чим є тінь від натягнутої нитки?
Якщо відрізки, які проектуються, не паралельні проектуючій прямій, то при паралельному проектуванні:
1. відрізки зображаються відрізками;
· Чи можуть тіні від дротів ліній електропередач співпадати? Перетинатися?
1. паралельні відрізки зображаються паралельними відрізками або відрізками однієї прямої;
1. проекції паралельних прямих паралельні або збігаються;
1. [image: ]відношення довжин паралельних відрізків і відрізків однієї прямої зберігається рис.17): 
.
Не зберігаються довжини відрізків і  величини кутів!!!
0. Зображення просторових фігур на площині. Таблиця проекцій фігур.
Розглянуті властивості паралельного проектування дають змогу наочно зображати просторові фігури на площині.
Зображенням фігури називається будь-яка фігура, подібна до паралельної проекції даної фігури на деяку площину.
Таблиця проекцій фігур.
	фігура
	проекція

	Трикутник:
Довільний
Прямокутний
Рівнобедрений
Рівносторонній 
	Довільний трикутник

	Паралелограм:
Довільний
Ромб
Квадрат
Прямокутник 
	Довільний паралелограм

	Трапеція:
Довільна
Прямокутна
рівнобічна
	Довільна трапеція


Якщо в задачі не задано метричні співвідношення між елементами трикутника, то бісектрису трикутника зображують довільним відрізком, що сполучає вершину трикутника із точкою протилежної сторони. Висоту трикутника також зображують довільним відрізком, що сполучає вершину трикутника із точкою протилежної сторони або із точкою на продовженні цієї сторони, якщо трикутник тупокутний, а висоту проведено з вершини гострого кута.
[image: ]В рівнобедреному трикутнику медіана, проведена до основи, є також бісектрисою і висотою. Тому бісектрису і висоту рівнобедреного трикутника, проведені до основи, зображують медіаною.
Приклад. Трикутник АВС є паралельною проекцією рівностороннього трикутника (рис. 18). Побудувати проекцію центра кола, вписаного у рівносторонній трикутник. 
[image: ]Розв’язання. Центр кола, вписаного в трикутник, - точка перетину його бісектрис. Оскільки трикутник, що проектується, рівносторонній, то його бісектриси є також медіанами. Для знаходження проекції центра кола, вписаного в рівносторонній трикутник, необхідно провести дві деякі медіани трикутника АВС, наприклад АL і ВК (рис.19). АL і ВК - зображення бісектрис рівностороннього трикутника, що проектується. Точка перетину АL і ВК - точка І є проекцією центра кола, вписаного у рівносторонній трикутник.
2.15. Вимірювання відстаней у просторі
План
1. Поняття про відстань від точки до прямої.
2. Властивість точки, рівновіддаленої від вершин многокутника.
3. Властивість точки, рівновіддаленої від сторін многокутника.
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4. Відстань між мимобіжними прямими.
Питання  для самоконтролю
1. Що називається відстанню від точки до прямої? 
1. Яку властивість має основа перпендикуляра, опущеного з точки, яка рівновіддалена від вершин многокутника. 
1. Яку властивість має основа перпендикуляра, опущеного з точки, яка рівновіддалена від сторін многокутника, якщо основа перпендикуляра лежить всередині многокутника?
1. Що таке спільний перпендикуляр до мимобіжних прямих? 
1. Що таке відстань між мимобіжними прямими? 
1. Чому дорівнює відстань між мимобіжними прямими? 
Завдання для самоконтролю
Прочитати [1],  Р4.§1(1.4)
Точка S на 5 см віддалена від усіх сторін правильного трикутника, медіана якого дорівнює 9 см. Знайдіть відстань від даної точки до площини трикутника. 
[image: ]Зміст питання
1. Поняття про відстань від точки до прямої.
Нехай задані в просторі пряма а і точка А, що не лежить на даній прямій (рис. 20). 
Відстанню від точки А до прямої а називається довжина перпендикуляра, опущеного з точки А на пряму а. На рис.20 ОА — відстань від точки А до прямої а.
2. Властивість точки, рівновіддаленої від вершин многокутника.
Якщо точка рівновіддалена від вершин многокутника, то основа перпендикуляра, опущеного з даної точки до площини многокутника, є центром кола, описаного навколо многокутника. Особливості розміщення центра і радіуси описаного кола деяких фігур показані в таблиці.
[image: ]
0. Властивість точки, рівновіддаленої від сторін многокутника.
Якщо точка рівновіддалена від сторін многокутника і основа перпендикуляра, опущеного з даної точки до площини многокутника, лежить всередині многокутника, то основа перпендикуляра є центром кола, вписаного в многокутник. Особливості розміщення центра і радіуси вписаного кола деяких фігур показані в таблиці.
0. Відстань між мимобіжними прямими.
[image: ]Спільним перпендикуляром до двох мимобіжних прямих називається відрізок з кінцями на цих прямих, перпендикулярний до кожної з них.
Відстанню між мимобіжними прямими називається довжина їх спільного перпендикуляра. Вона дорівнює відстані між паралельними площинами, які проходять через ці прямі (рис.21).
[image: ]

2.16. Вимірювання кутів у просторі
План
1. Поняття кута між прямими .
2. Кут між прямою і площиною.
3. Поняття кута між прямими.
Питання  для самоконтролю
1. Дайте означення кута між мимобіжними прямими. 
2. Чи залежить кут між мимобіжними прямими від вибору прямих, які перетинаються і паралельні даним мимобіжним прямим? 
3. Дайте означення кута між прямою і площиною.
4. Чому дорівнює кут між прямою і площиною, якщо відомо, що пряма:
          а) паралельна площині; б) перпендикулярна до площини?
5. В яких межах знаходиться кутова міра кута між прямою і площиною?
6. Дайте означення кута між площинами.
7. Що називають двогранним кутом? лінійним кутом двогранного кута?
Завдання для самоконтролю
Прочитати [1], Р4.§2(2.5, 2.6)
Кут між площинами α і β дорівнює 60°. Точка А, яка лежить у площині α, віддалена від площини β на 12 см. Знайдіть відстань від точки А до лінії перетину площин.
Зміст питання

1. Поняття кута між прямими.
· Кут між прямими, які перетинаються.
Якщо дві прямі перетинаються, вони утворюють чотири кути (попарно вертикальні або попарно суміжні). Кутова міра меншого з них називається кутом між даними прямими, що перетинаються. Кут між прямими, що перетинаються, не перевищує 90°.
Якщо прямі перпендикулярні, то величина кута між цими прямими дорівнює 90° .
· Кут між паралельними прямими вважають таким, що дорівнює 0°. Слід зазначити, що кут між прямими — це не геометрична фігура, це — величина.
· Кут між мимобіжними прямими.
Кутом між мимобіжними прямими називається кут між прямими, які перетинаються і паралельні відповідно даним мимобіжним прямим.
Кут між мимобіжними прямими, як і між прямими однієї площини, не може бути більше 90°. Дві мимобіжні прямі, які утворюють кут в 90° , називаються перпендикулярними.
2. Кут між прямою і площиною. 



[image: ] Якщо пряма паралельна площині або належить їй, то вважають, що кут між прямою і площиною дорівнює 0°. Якщо пряма перпендикулярна до площини, то кут між ними дорівнює 90°. У решті випадків кутом між прямою і площиною називають кут між прямою і її проекцією (ортогональною) на площину. На рис. 22 ВС  α, А — точка перетину прямої а з площиною α , тоді кут між прямою а і площиною α дорівнює куту ВАС = . Якщо  — кут між прямою і площиною, то 0°    90° .
3. Поняття кута між площинами.
[image: ] Нехай дано дві площини α і β, які перетинаються по прямій с (рис. 23). Проведемо площину, яка перпендикулярна до прямої с, вона перетне площини α і β по прямих а і b. Кут між прямими а і b називається кутом між площинами α і β.


Кут між двома площинами, які перетинаються,— це кут між прямими перетину цих площин із площиною, перпендикулярною до лінії перетину даних площин. Якщо площини паралельні, то кут між ними дорівнює 0°. Якщо площини перпендикулярні, то кут між ними дорівнює 90°. Отже, якщо  — кут між площинами, то 0° 90°. 
Якщо площини перетинаються, то вони утворюють фігуру, що називається двогранним кутом.
Двогранним кутом називається фігура, утворена двома півплощинами разом з їх спільною прямою. 
Ця пряма – ребро двогранного кута.
Лінійний кут двогранного кута – кут, утворений лініями перетину двогранного кута третьою площиною, перпендикулярною його ребру.

2.17.  Правильні многогранники
План
1. Поняття правильного многогранника.
2. Властивості правильних многогранників.
3. Зв'язок правильних многогранників з мирозданням.
4. Зв'язок з хімією і біологією.
Питання  для самоконтролю
1. Які многогранники називаються правильними? 
1. Скільки існує типів многогранників? 
1. Опишіть кожний тип правильних многогранників, використовуючи схему «Правильні многогранники».
1. Яка формула пов’язує елементи правильних многогранників?
1. Де в житті, науці і техніці знаходять застосування правильні многогранники? 
Завдання для самоконтролю
Прочитати [1], Р8.§2(2.3)
Практичне завдання: виготовити моделі правильних многогранників.
Зміст питання
0. Поняття правильного многогранника
«Правильних многогранників зухвало мало, але цей досить скромний за чисельністю загін зумів пробратися в самі глибини різних наук».
Льюїс Керолл
Існує п'ять типів правильних опуклих многогранників: правильний тетраедр, правильний гексаедр (куб), правильний октаедр, правильний додекаедр, правильний ікосаедр. Назва многогранників складається із двох частин: перша — число граней (тетра — 4, гекса — 6, окта — 8, додека — 12, ікоса — 20), а друга (едр) — грань.
[image: ]
1. Властивості правильних многогранників
	Правильні многогранники

	Назва
	Вид грані
	Число

	
	
	граней
	вершин
	ребер

	Правильний тетраедр

	[image: ]
	4
	4
	6

	Правильний гексаедр (куб)
	[image: ]
	6
	8
	12

	Правильний октаедр

	[image: ]
	8
	6
	12

	Правильний додекаедр

	[image: ]
	12
	20
	30

	Правильний ікосаедр

	[image: ]
	20
	12
	30


 В+Г-Р=2
Ця формула була «помічена» Декартом в 1640р., а пізніше довів це дивовижне співвідношення Леонард Ейлер (1707-1783), один з найвидатніших математиків, тому формула названа його ім'ям. Вона вірна не тільки для правильних, а й для всіх опуклих багатогранників.
1. Зв'язок правильних многогранників з мирозданням
Згідно з деякими античними джерелами, чотири космічні стихії були геометризовані самим Піфагором: атом кожної стихії мислився у вигляді певного правильного многогранника. Але стихій всього 4, а многогранників - 5. Для п'ятого Платон вводить п'ятий елемент - «п'яту сутність», атомам якого надається форма найбільш близького до кулі, найдосконалішого тіла на землі, многогранника - додекаедра. Атомам землі Платон надав форму самого нерухомого і стійкого многогранника , бо земля нерухома і стійка - це куб. Атом вогню символізував многогранник, гострий, схожий на полум'я свічки - тетраедр. Вода відрізняється плинністю, і її атоми символізували многогранником, який легше за всіх «котиться»  - це  ікосаедр. Повітря рухається в різні боки і для нього залишився многогранник - октаедр, якби спрямований в різні сторони, символізує атом повітря .
Правильні многогранники називаються також Платоновим тілами .
1. Зв'язок з хімією і біологією
Природа широко користується тим, що правильні многогранники - самі вигідніші фігури. Це підтверджує форма деяких кристалів. Наприклад, кухонна сіль, без якої ми не можемо обійтися. Кристали кухонної солі мають форму куба. Ікосаедр передає форму кристалів бору. Отримання сірчаної кислоти, особливих сортів цементу, заліза не обходиться без сірчистого колчедану. Кристали цієї хімічної речовини мають форму додекаедра. Кристал алмазу – октаедра.
	[image: Описание: григ8]
Феодарія (одноклітинний морський організм)
	Скелет - ікосаедр

	[image: ]Кухонна сіль (NaCl)  
	куб

	[image: ]Бор (B)               
	ікосаедр

	[image: Описание: 4664_002]Сірчистий колчедан (FeS) 
	додекаедр

	[image: ] Кристали алмазу
	октаедр



2.18. Побудова перерізів многогранників.
План
1. Поняття перерізу многогранника.
1. Метод слідів побудови перерізу.
1. Метод внутрішнього проектування.
1. Правила побудови перерізів піраміди.
1. Побудова  перерізів многогранників, використовуючи властивості паралельних площин.
Питання  для самоконтролю
1. Яка фігура є перерізом многогранника?
1. Якою фігурою є діагональний переріз призми? Поясніть, чому. 
1. Яка фігура є перерізом призми площиною, паралельною основам? Поясніть, чому. 
1. Які методи побудови перерізів вам відомі? У чому їх суть?
Завдання для самоконтролю
Прочитати [1], Р8, §2
Три точки належать ребрам чотирикутної призми (піраміди). Побудувати переріз многогранника площиною, що проходить через ці точки (індивідуальні завдання).
Зміст питання
0. Поняття перерізу многогранника.
У стереометрії часто доводиться розглядати перерізи тіл, зокрема многогранників, різними площинами.
Перерізом опуклого багатогранника є опуклий плоский багатокутник. Його вершини є точками перетину січної площини з ребрами багатогранника, а сторони – відрізками, по яких січна площина перетинає грані багатогранника.
Діагональний переріз – це переріз призми площиною, яка проходить через два бічних ребра, які не належать одній грані.
Площина перерізу має спільну пряму з площиною кожної грані багатогранника.
Способи задання перерізу досить різноманітні, і універсального методу їх побудови не існує. Найбільш ефективними методами є метод слідів і метод внутрішнього проектування. Розглянемо кожний з них.
0. Метод слідів побудови перерізу.
Слід січної площини – це пряма, по якій січна площина перетинає площину якої-небудь грані багатогранника. Січна площина має стільки слідів, скільки площин граней вона перетинає.
Суть методу слідів полягає в:
1. побудові ліній перетину (слідів) січної площини з площиною грані;
1. знаходженні точок перетину січної площини з ребрами багатогранника;
1. побудові перерізу.
[image: ]Задача 1.
Побудуйте переріз трикутної призми площиною, що проходить через три точки К, M і N (рис. 24), які належать відповідно ребрам СВ, А1В1 і АС.
Розв'язання
NK - слід (MNK) на (АВС).
Знайдемо точку Χ перетину прямої NK і прямої АВ (рис. 25, а). ХМ – слід  (MNK) на (АВВ1). Знайдемо точку L перетину прямої MX і ребра ВΒ1 (рис. 25, б).
Знайдемо точку Y перетину прямої MX і прямої АА1 (рис. 25, в). YN — слід (MNK) на (АСС1). Знайдемо точку F перетину прямої YN і ребра А1С1 (рис. 25, г). NKLMF — шуканий переріз. 

[image: ]
0. Метод внутрішнього проектування.
Цей метод застосовується при побудові перерізів у тих випадках, коли не зручно знаходити слід січної площини (наприклад, слід одержується дуже далеко від даної фігури). Розглянемо застосування цього методу на прикладі.
[image: ]Задача 2.
Побудуйте переріз чотирикутної призми площиною, яка проходить через точки Μ, Ν, Р, які належать її бічним ребрам АА1, ВВ1, СС1 (рис. 26). 
Розв’язання
Спроектуємо точки Μ, Ν і Р на площину нижньої основи, одержимо точки А, В, С. У чотирикутнику ABCD проведемо діагоналі АС і BD, які перетинаються в точці О (рис. 27). Через точку О проведемо пряму 001 ║ ВВ1, яка перетинає МР в точці X. У площині BB1D1 проведемо пряму NX, яка перетинає ребро DD1 в точці Q. MNPQ — шуканий переріз.
Суть методу внутрішнього проектування:
1) проектуються дані точки на площину основи, в площині основи будується чотирикутник, у якого три вершини — проекції даних точок, а четверта — одна із вершин основи;
2) у площині перерізу будується прообраз точки перетину діагоналей одержаного чотирикутника;
3) будуються точки перетину січної площини з ребрами.
4. Правила побудови перерізів піраміди
Побудова перерізу піраміди зводиться до побудови прямих, які є прямими перетину даної січної площини з площинами січних граней піраміди.
Діагональний переріз піраміди – це переріз піраміди площиною, яка проходить через два несусідніх ребра піраміди.
Задача 3.



Задано піраміду SABCD. Побудуйте переріз піраміди площиною MNK, де Μ  AS, N  SD, Κ  SB (рис. 28). 
[image: ]Розв’язання 
МК — слід (MNK) на (SAB). Знайдемо точку Χ перетину прямої МК і прямої АВ (рис. 29).
ΜΝ — слід (ΜΝΚ) на (SAD). Знайдемо точку У перетину прямої MN і прямої AD:
XY — слід (MNK) на (АВС). Точки Ρ і L — точки перетину ΧΥ з ребрами DC і СВ.
Відповідь. LKMNP — шуканий переріз.
5. Побудова  перерізів многогранників, використовуючи властивості [image: ]паралельних площин
Властивість паралельних площин широко застосовується при розв'язуванні задач, зокрема задач на побудову перерізів.

Задача.
Побудувати переріз прямокутного паралелепіпеда АВСDА1B1С1D1 площиною α, яка проходить через вершини А, С і внутрішню точку М ребра А1В1 (рис. 30).
Розв'язання
Переріз площини α з двома гранями одержимо, побудувавши відрізки АС та АМ. Оскільки площини граней АВСD і А1В1С1D1 паралельні, то паралельні і їх лінії перетину з площиною α, тому, побудувавши МN || АС і відрізок МС, одержимо переріз — трапецію АМКС.


2.19. Перерізи циліндра і конуса.
План
1. Перерізи циліндра площиною.
2. Перерізи конуса площинами.
Питання  для самоконтролю
1. Яка фігура є осьовим перерізом циліндра?
2. Як називається циліндр, осьовий переріз якого – квадрат?
3. Яка фігура є перерізом циліндра площиною, паралельною основі?
4. Яка фігура є перерізом циліндра площиною, паралельною осі?
5. Яка фігура є перерізом циліндра площиною, нахиленою під кутом до осі?
6. Чи може утворитися в результаті перерізу циліндра площиною парабола чи гіпербола?
7. Що є осьовим перерізом конуса? 
8. Яка фігура є перерізом конуса площиною, паралельною основі?
9. Які ще фігури можуть бути перерізами конуса?
Завдання для самоконтролю
Прочитати Р8, §1(1.1), §2(2.1,2.2)
Виконати побудову всіх можливих видів перерізів циліндра і конуса. 
Зміст питання
1. [image: ]Перерізи циліндра площиною.
· Переріз циліндра площиною, яка проходить через його вісь, називають осьовим перерізом циліндра (рис.31).
Осьовий переріз циліндра — прямокутник зі сторонами, що дорівнюють висоті циліндра і діаметру його основи. 
Якщо осьовим перерізом циліндра є квадрат, його інколи називають рівнобічним (або рівнобедреним або рівностороннім).
[image: ]Приклад 1. Довжина кола основи циліндра дорівнює 12 π см, а діагональ осьового перерізу - 13 см. Знайти твірну циліндра.
Розв’язання. 1) Нехай А1В - діагональ осьового перерізу циліндра (рис.32); А1В = 13 см. 
2) Позначимо радіус циліндра - r. Тоді за умовою 2πr = 12π, звідси 2r = 12 (см). Тому АВ = 2r = 12 см.
[image: http://subject.com.ua/mathematics/zno/zno.files/image2849.jpg] 
· [image: ]Переріз циліндра площиною, яка є паралельною до площини основ - круг, що дорівнює кругу основи циліндра (рис.33). Радіус перерізу А2O2 дорівнює радіусу циліндра АО.
· Перерізом циліндра площиною, паралельної осі циліндра є прямокутник. На  прямокутник АА1В1В - переріз циліндра площиною, паралельної осі циліндра ОО1.
Дві його сторони: АА1 і ВВ1 - твірні циліндра, а дві інші: АВ і А1В1- паралельні і рівні хорди основ.[image: ]
Приклад 2. Паралельно осі циліндра проведено площину, яка відтинає від кола основи дугу 60º. Радіус основи циліндра дорівнює 6 см, а висота - 5 см. Знайти периметр отриманого перерізу.
Розв’язання. 1) Нехай АВВ1А1 - переріз, що задано в умові (рис.34), АО = ОВ = 6 см, АА1 = 5 см, [image: http://subject.com.ua/mathematics/zno/zno.files/image295.gif]AOB = 60°.
2) Оскільки АО = ОВ, то ∆АОВ - рівнобедрений, [image: http://subject.com.ua/mathematics/zno/zno.files/image2853.jpg] Тому ∆АОВ - рівносторонній, АВ = ОА = 6 см.
[image: ]3) Отже, периметр перерізу  = 2(АА1 + АВ) = 2(5 + б) = 22 (см).
·  І нарешті, загальний випадок - площина не паралельна і не перпендикулярна осі циліндра. В цьому випадку вона перетинає циліндричну поверхню по деякій лінії. Ця лінія - еліпс - та чудова лінія, по якій рухаються планети та штучні супутники (рис.35).
Особливий інтерес представляє випадок, коли похила січна площина перетинає основу циліндра. Тут частина еліпса може бути невірно прийнята за параболу або гіперболу. Потрібно знати, що ні парабола, ні гіпербола не можуть бути отримані як перетин поверхні кругового циліндра площиною.
2. Перерізи конуса площинами.
· Розглянемо перерізи конуса площиною, яка проходить через вершину S конуса.
Якщо площина проходить через вершину конуса, то вона перетинає бічну поверхню або в одній точці (рис.36, а), або по двом її твірним (рис.36, б), або має з поверхнею одну спільну твірну, тобто дотикається до даної поверхні (рис.36, в).
[image: ]
[image: ]У другому випадку в перерізі отримаємо рівнобедрений трикутник, оскільки твірні конуса рівні. Переріз, який містить вісь конуса називається осьовим. 
Всі осьові перерізи конуса являють собою рівнобедрені трикутники, рівні між собою. На рис. 38 ∆QАВ — осьовий переріз (QА = QВ). 
[image: ]Приклад 3. Довжина кола основи конуса дорівнює 4π см. Знайти площу осьового перерізу конуса, якщо він є прямокутним трикутником.
Розв’язання.
1) Нехай QАВ - осьовий переріз конуса, [image: http://subject.com.ua/mathematics/zno/zno.files/image295.gif]BQA = 90° (рис.38). 
2) Позначимо ОВ = ОА = r. За умовою 2πr = 4π, тоді r = 2 см.
3) ∆QАВ - рівнобедрений прямокутний:
[image: http://subject.com.ua/mathematics/zno/zno.files/image2870.jpg]
· Розглянемо переріз площиною, яка не містить вершину конуса, а саме, паралельна основі.
Площина, паралельна площині основи конуса, перетинає конус по кругу, а
 бічну поверхню  – по колу з центром на осі конуса (рис.39).
[image: ]Якщо розглянути декілька площин, які паралельні площині основи конуса і перетинають бічну поверхню, то в перерізах матимемо гомотетичні круги, центром гомотетії яких є вершина конуса, а модуль коефіцієнта гомотетії (k) дорівнює відношенню відстаней січних площин від вершини конуса.
· Випадки розташування січної площини відносно бічної поверхні, що залишилися, можна розділити на три:
[image: ]1) площина, паралельна осі поверхні;
2) площина, паралельна одній з її твірних;
3) січна площина непаралельна ні осі поверхні, ні її твірним.
В усіх цих випадках площина перетинає конічну поверхню по лініям, які в шкільному курсі геометрії не досліджуються. Це – гіпербола (рис.40 а), парабола (рис.40 б) і еліпс (рис.40 в). Історично ці лінії і з’явилися як перерізи конічної поверхні площиною, тому і називаються конічними перерізами. З проникненням в геометрію алгебраїчних методів дослідження, виявилося, що лінії можуть бути представлені рівняннями. Було встановлено, що конічним перерізам відповідають алгебраїчні рівняння другого порядку (прикладом може бути рівняння кола), внаслідок чого ці лінії стали називати лініями другого порядку.     
2.20. Розв’язання задач прикладного характеру
План
1. Використання формул об’єму і площі поверхні циліндра до розв’язання практичних задач.
1. Використання формул об’єму і площі поверхні конуса до розв’язання практичних задач.
1. Практичні  комбіновані задачі.
Питання  для самоконтролю
0. Яке тіло називається циліндром7
0. Назвіть основні елементи циліндра.
0. Назвіть формулу знаходження об’єму  циліндра.
1. Назвіть формулу знаходження бічної поверхні циліндра.
1. Назвіть формулу знаходження повної поверхні циліндра.
1. Яке тіло називається конусом7
1. Назвіть основні елементи конуса.
1. Назвіть формулу знаходження об’єму  конуса.
1. Назвіть формулу знаходження бічної поверхні конуса.
1. Назвіть формулу знаходження повної поверхні конуса.
Завдання для самоконтролю
Прочитати [1], Р9.§2(2.1-2.3)
Скласти задачу прикладного змісту на обчислення площ поверхонь та об’ємів тіл обертання та розв’язати її.
Зміст питання
Теорія без практики мертва і безплідна, 
практика без теорії неможлива.
Рене Декарт
Ви мрієте стати висококваліфікованими спеціалістами, добре володіти й управляти сучасною технікою. У цьому вам допоможе математика. Математичні знання потрібні для засвоєння курсів фізики, хімії, загальноосвітніх і спеціальних дисциплін. Математичні розрахунки широко застосовують також під час виробничого навчання. Форму циліндра, конуса чи зрізаного конуса мають багато деталей і вузлів машин та механізмів. Тому в житті і трудовій діяльності ви, безперечно, матимете справу з тілами обертання. Наведемо приклади використання основних формул даної теми для розв’язання практичних задач.
1. Використання формул об’єму і площі поверхні циліндра до розв’язання практичних задач.
Задача 1. Визначити місткість зернового елеватора, який  має 55 резервуарів циліндричної форми з розмірами висота - 40 м, діаметр основи – 8м. Об`ємна маса зерна 0,8 т.
Розв’язання
1) знайдемо об’єм циліндра:
V=πR2H=3,14·16·40=2009,6 (м3)
2) знайдемо масу зерна в одному резервуарі:
m=2009,6·0,8=1607,68 (т)
3) знайдемо масу зерна в 55 резервуарах:
М=1607,68·55=88422,4 (т)
Відповідь: 88422,4 т.
2. Використання формул об’єму і площі поверхні конуса до розв’язання практичних задач.
Задача 2. Авіаційна бомба середнього калібру дає при вибуху воронку діаметром 6 м і глибиною 2 м. Яка кількість землі (по масі) викидає ця бомба, якщо 1  землі має масу 1650 кг?
Розв’язання 
[image: ]



 
Задача 3. Смолу для промислових потреб збирають, підвішуючи конічні воронки до сосен. Скільки воронок діаметром 10 см з твірною 13 см потрібно зібрати, щоб заповнити 10-літрове відро?
[image: ]Переведемо задачу на математичну мову. 
Дано:
конічна воронка
D = 10 см
L = 13 см
Знайти: V 
                       Розв’язання
[image: C:\Users\Андрей\Downloads\Тема ]
Задача 4. У О.С. Пушкіна в «Скупом рыцаре» можна прочитати:
«... Читал я где-то,
Что царь однажды воинам своим
Велел снести земли по горсти в кучу.
И гордый холм возвысился,
И царь мог с высоты с весельем озирать
И дол, покрытый белыми шатрами,
И море, где бежали корабли»
Це одна з небагатьох легенд, в якій при уявній правдоподібності немає і зерна правди.
Доведіть геометрично, що якби який-небудь древній деспот надумав здійснити таку затію, він був би збентежений мізерністю результату. Перед ним
  височіла б настільки жалюгідна купа землі, що ніяка фантазія не змогла б
[image: ] роздути її в легендарний «гордий пагорб».[image: C:\Users\Андрей\Downloads\Тема ]
 Військо в 100 000 воїнів вважалося дуже значним.
V = 0,2ж100 000 = 20 000 дм3 = 20 м3.
Кут укосу 45°, інакше земля почне обсипатися. Візьмемо кут укосу найбільш можливим, тобто 45° (рис.44).
Дано: конус,
V = 20 м3 ,
= 45°. 
Знайти: Hконуса 
Розв’язання
[image: C:\Users\Андрей\Downloads\Тема ]    Так как H = R, то     [image: C:\Users\Андрей\Downloads\Тема ][image: C:\Users\Андрей\Downloads\Тема ]
Треба мати дуже багату уяву, щоб земляну купу в 2,7 м (1 людські зрости) назвати «гордим пагорбом». Зробивши розрахунок для меншого кута, ми отримали б ще скромніший результат.
У Аттіли було найчисленніше військо, яке знав стародавній світ. Історики оцінюють його в 700 000 чоловік. До відома, Аттіла - ватажок гуннів, кочового народу, сформованого в Приуралля з багатьох племен. Масове пересування гунів на захід (з 70-х рр. IV ст.) Дало поштовх «великого переселення народів». Найбільшої могутності гунська держава досягла при Аттілі (? -453 Рр.), який очолив спустошливі походи в Східно-Римську імперію (413 р, 447 м, 448 м, 451 м). Але в 451 році на Каталаунських полях (рівнина в північно-східній Франції на захід від міста Труа) війська Західно-Римської імперії в союзі з франками, вест-готами, бургундами, аланами і ін. Розгромили гунів на чолі з Аттілою, що призвело до розпаду гунської держави.
Якби всі воїни Аттіли брали участь в утворенні пагорба, утворилася б купа вище обчисленої нами, але не дуже. Раджу вам самим  обчислити висоту кургану і подумати, задовольнила б така висота честолюбство Аттіли чи ні.
3. Практичні  комбіновані задачі.
Задача 5. [image: 11 геом]Фермер зі своїм помічником заскирдував сіно і хоче дізнатись, яка вага сіна  в скирді. Відомо, що один кубічний метр сіна важить 84 кг, діаметр основи складає  3,5 м, висота циліндричної частини 4 м, а висота конусної частини 1м.
Розв’язання.
m =  , V =  +  =H +  h =(H +h),R = 1,75м,
V = 3,141,75 (4+  1)  41,67 , m = 84  41,67 = 3500,28  3500 кг
          Відповідь: 3500 кг
Задача 6. Скільки однакових за розміром фаршированих перчин конічної форми може поміститися в 3-літрову ємність циліндричної форми?
Запис в зошитах.
Створюємо математичну модель розв’язання задачі.

 - об’єм ємності

 - об’єм перцю

- кількість перців
Задача 7. Скоро літо. Літо – це єдина пора року, коли можна засмагати та купатися, а ще літом їдять морозиво. Перед фабрикою по виробництву морозива стоїть задача: скільки кілограмів морозива треба виготовити для дітей, які відвідають дитячий табір «Артек»? Кількість морозива – по 1000 штук кожного виду. Допоможіть фабриці.
[image: Картинки по запросу мороженое картинки]Додаткові відомості
Види морозива для літнього табору «Артек»
[image: Картинки по запросу мороженое картинки]1. Морозиво у стаканчику: діаметри стаканчика 4 см і 6 см, висота стаканчика 9 см, кількість морозива на один стаканчик : об’єм морозива = об’єму стаканчика + 20%.

2. Морозиво «Лакомка»: діаметр морозива 5 см (товщина шоколадної стінки 0,5 мм), висота 10 см.
[image: Картинки по запросу мороженое картинки]
3. Морозиво «Рожок»: висота стаканчика - 8 см, діаметр – 5 см, об’єм морозива = об’єму стаканчика + 50%.
[image: Картинки по запросу мороженое картинки]4. Морозиво «Пломбір»: діаметр кульки 5 см, кількість кульок у стаканчику – 6 шт.,  шоколад – 7% від об’єму морозива.
[image: Картинки по запросу мороженое картинки]


2.21.  Елементи комбінаторики
План
1. Основні поняття комбінаторики.
2. Розв’язання комбінаторних алгебраїчних задач.  
3. Задачі на застосування формул комбінаторики.
Питання  для самоконтролю
1. Що називається перестановкою?
2. За якою формулою знаходиться перестановка із n елементів?
3. Що називається розміщенням?
4. За якою формулою знаходиться розміщення із n по m елементів?
5. Що називається комбінацією?
6. За якою формулою знаходиться комбінація із n по m елементів?
Завдання для самоконтролю
Прочитати [1], Р4.§18,19
Розв’язати №605-608
Зміст питання
1. Основні поняття комбінаторики.
· Будь-яка впорядкована множина, яка складається з n елементів, називається перестановкою з n елементів і позначається Рn.
Число перестановок з n елементів дорівнює добутку всіх натуральних чисел від 1 до п, тобто п! (читають: єн факторіал).
[image: ]
1! = 1,                               0!=1     
2! = 2•1 = 2,
3! = 3 •2 •1 = 6,
4! = 4 •3 •2 •1 = 24,
5! = 5 •4 •3 •2 •1 = 120.
· 
Будь-яка впорядкована підмножина з т елементів даної множини, яка містить n елементів, де т  n називається розміщенням з n елементів по т елементів. 

Число розміщень з n елементів по т позначають символом .


· Будь-яка підмножина з т елементів даної множини, яка містить n елементів, називається комбінацією з n елементів по т елементів.

Число комбінацій з n елементів по т позначають символом .
Домовилися вважати, що 



      = 1,         = n ,           = 1.    


;  .
2. Розв’язання комбінаторних алгебраїчних задач.

Приклад 1. Обчислити: .

Приклад 2. Спростити вираз:  .



Розв’язання:  =  = = = 1.


Приклад 3.  Обчислити: а) ,  б) .



Розв’язання: а) =  =  = 1 .



                     б) =  = 7 = 56 .

Приклад 4. Розв’язати рівняння:  = 20 .




Розв’язання: = 20 ;  = 20 ,  при цьому x + 1 , а x .        



         = 20 ;  = 20 ; x= 20;

                                  
-5 не задовольняє умові завдання.
  Відповідь: х = 4.
3. Задачі на застосування формул комбінаторики.
  Приклад 5. У класі 30 учнів. Скількома способами можна виділити для чергування двох осіб, якщо: а) один з них повинен бути старшим; б) старшого бути не повинно?
Розв’язання




а)  =  =29 · 30 =870 ; б) =  =435.
Приклад 6. У хірургічному відділенні працюють 40 лікарів. Скількома способами з них можна утворити бригаду в складі: а) хірурга та асистента; б) хірурга і чотирьох його асистентів? 


Розв’язання: а) 1 спосіб.   =  = 40 · 39  = 1560 ;


                        2 спосіб. 40 ·  =40 ·  = 40 · 39  = 1560 ;



          б)  40 ·  = 40 ·  =  = 3290040 .
[image: ]Приклад 7. На площині дано n точок, з яких ніякі три не лежать на одній прямій. Скільки можна провести замкнутих k-ланкових ламаних ліній з вершинами в даних точках?  
Для випадку k = 4  ABCD  и  DCBA  - це одна і та ж ламана.


Розв’язання: всього ламаних   , але кожна ламана зустрінеться 2 рази , тому всього ламаних : .

2.22.  Ймовірності суми  та добутку подій
План
1. Теорема про ймовірність суми двох несумісних подій.
2. Теорема про добуток двох незалежних подій.
Питання  для самоконтролю
1. Які події називаються попарно несумісними?
2. Сформулюйте теорему про ймовірність суми двох несумісних подій.
3. Чому дорівнює сума ймовірностей подій, які утворюють повну групу і попарно несумісні?
4. Чому дорівнює сума ймовірностей протилежних подій?
5. Які події називаються незалежними?
6. Сформулюйте теорему про добуток двох незалежних подій.
Завдання для самоконтролю
Прочитати [1], Р10.§1(1.3)
Береться навмання трицифрове натуральне число від 100 до 999. Знайти ймовірність того, що хоч би дві його цифри співпали.
Зміст питання
1. Теорема про ймовірність суми двох несумісних подій
Попарно несумісні події — це події, дві з яких не можуть відбуватися разом.
Наприклад, попадання і промах при одному пострілі — це дві несумісні події; поява цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6 при одному киданні грального кубика — це шість несумісних подій.
Теорема 1. Ймовірність суми двох несумісних подій А і В дорівнює сумі ймовірностей цих подій:


Якщо А  В = , то Р(А + В) = Р(А) + Р(В).
Приклад 1. В урні лежать 2 чорних, 3 червоних, 9 зелених, 6 синіх кульок. З неї навмання виймають одну кульку. Яка ймовірність того, що вона не чорна?
Розв'язання



Нехай подія А — «поява не чорної кульки», А1 — «поява чорної кульки», A2 — «поява червоної кульки», А3 — «поява зеленої кульки», А4 — «поява синьої кульки». Тоді А = A2 + А3 + А4, причому A2, A3, А4 — несумісні,       Ρ(Α2) = , P(A3) = , Ρ(Α4) = . За теоремою ймовірності суми несумісних подій дістанемо:





Р(А) = Ρ(Α2) + Ρ(Α3) + P(A4) =++==.

Відповідь: ·
З теореми про ймовірність суми несумісних подій випливають два наслідки:
Наслідок 1. Сума ймовірностей подій А1, А2, … , Аn, які утворюють повну групу і попарно несумісні, дорівнює одиниці:
Р(А1) + Р(А2) + ... + Р(Аn) = 1.
Наслідок 2. Сума ймовірностей протилежних подій дорівнює 1:

Р(А)+Р()=1.
Оскільки протилежні події несумісні і утворюють повну групу подій:  


А + = U. Тоді Р(А) + Р() = P(U) = 1.
Приклад 2. В коробці є 20 деталей, із яких 15 стандартних. Знайти ймовірність того, що серед 3 вибраних навмання деталей є хоч би одна стандартна.
Розв'язання



Подія А — «серед вибраних деталей є хоча б одна стандартна», подія  — всі вибрані деталі нестандартні. Згідно з наслідком 2 маємо: Р(А) + Р() == 1, звідси Р(А) = 1 – Р().


Знайдемо Р(А). Загальне число способів, якими можна вибрати 3 деталі із 20 деталей, дорівнює n = . Число нестандартних деталей 20 – 15 = 5, із цього числа деталей можна m =  способами вибрати 3 нестандартних деталі.

Отже, .



Шукана ймовірність Р(А) = 1 – Р() = 1 –  = .

Відповідь: ·
2. Теорема про добуток двох незалежних подій.
Дві події називаються незалежними, якщо ймовірність появи однієї з них не залежить від того, відбулася інша подія чи ні.
Теорема 2. Ймовірність добутку двох незалежних подій А і В дорівнює добутку ймовірностей цих подій:
Р(А · В) = Р(А) · Р(В).
Приклад 3. Студент шукає потрібну йому формулу у двох довідниках. Ймовірність того, що формула знаходиться у першому дорівнює 0,6, а у другому – 0,7. Знайти ймовірність того, що формула міститься в обох довідниках.
Розв’язання. Випробування – студент шукає формулу у двох довідниках.
Подія А – формула знаходиться у першому довіднику;
подія В – формула знаходиться у другому довіднику.
Оскільки існування формули в першому довіднику не залежить від ймовірності існування формули у другому довіднику і навпаки, то події А, В – незалежні. Тому для розв’язання задачі скористаємося формулою для випадку двох незалежних подій   Р(А · В) = Р(А) · Р(В).
Маємо Р(А · В) = 0,6·0,7 = 0,42.  
Відповідь: 0,42.

2.23.  Дискретна випадкова величина, закон її розподілу. Математичне сподівання дискретної випадкової величини.
План
1. Дискретна випадкова величина, закон її розподілу.
2. Математичне сподівання дискретної випадкової величини.
Питання  для самоконтролю
1. Яка величина називається випадковою?
2. Яка величина називається дискретною?
3. Дайте означення закону розподілу дискретної величини.
4. У який спосіб можна задати закон розподілу дискретної величини?
5. Дайте означення математичного сподівання.
6. На що вказує математичне сподівання?
Завдання для самоконтролю
Прочитати [1], Р4.§18,19.
Зробити опорний конспект.
Зміст питання
1. Дискретна випадкова величина, закон її розподілу.
Випадковою називається величина, котра в результаті експерименту, який може бути повторений при незмінних умовах велику кількість разів, може набути значення х1, х2,..., хn. 
Дискретною випадковою називається величина, котра може набувати скінченну кількість значень (наприклад, кількість дітей, що народилися за добу в м. Кам’янському).
 Неперервною випадковою називається величина, котра може набувати будь-яких числових значень у певному інтервалі значень (наприклад, маса і довжина тіла новонароджених).
Закон розподілу випадкових величин — функціональна залежність між значеннями випадкових величин та ймовірностями, з якими вони набувають цих значень. Закон розподілу може бути заданий у вигляді таблиці, формули або графіка.
Функція розподілу — це функція F(x), яка задає ймовірність того, що випадкова величина Х набуває у випробовуванні значення меншого за х: F(x) = Р(Х<х). Її називають інтегральною функцією.
Приклад 1.   Протягом  року  учень  у  школі  отримував  такі  оцінки:  „1” бал – 0 разів, „2” бали – 0 разів, „3” бали – 2 рази, „4” бали – 5 разів, „5” балів – 8 разів, „6” балів – 14 разів, „7” балів – 23 рази, „8” балів – 30 разів, „9” балів – 25 разів, „10” балів – 12 разів, „11” балів – 7 разів, „12” балів – 4 рази. Встановити закон розподілу оцінок і задати його:
       а) у вигляді таблиці;  б) гістограмою.
Розв’язання
    Закон розподілу встановлює відповідність між величиною та її ймовірністю. Щоб знайти ймовірність кожної оцінки, використаємо статистичний спосіб. Всього за рік учень отримав n=130 оцінок. Тоді:



   



  



  



  
    а) Закон розподілу у вигляді таблиці буде мати такий вигляд:
	Оцінка в балах, 
Х
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	Ймовір-
ність, Р
	0
	0
	0,0154
	0,0385
	0,0615
	0,1077
	0,1769
	0,2308
	0,1923
	0,0923
	0,0538
	0,0308

	Частота М=n(X)
	0
	0
	2
	5
	8
	14
	23
	30
	25
	12
	7
	4

	Відносна частота W=
	0
	0
	0,0154
	0,0385
	0,0615
	0,1077
	0,1769
	0,2308
	0,1923
	0,0923
	0,0538
	0,0308



При значній кількості експериментів значення відносних частот і ймовірностей майже збігаються, ймовірності не пишуть, а тільки відносні частоти в процентах.   
[image: ]б) Закон розподілу у вигляді гістограми матиме такий вигляд:
2. Математичне сподівання дискретної випадкової величини.
Математичне сподівання (МХ) - сума добутків всіх значень випадкової величини на відповідні ймовірності: МХ = .
Математичне сподівання показує, на яке середнє значення випадкової величини Х можна сподіватися в результаті експерименту (при значній кількості повторень).
Приклад 2. Нехай дано закон розподілу випадкової величини. Знайти математичне сподівання дискретної випадкової величини.
	х
	2
	3
	5
	7

	M
	1
	2
	1
	1

	р
	0,2
	0.4
	0,2
	0,2

	хр
	0,4
	1,2
	1
	1,4







МХ=0,4+1,2+1+1,4=4
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