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Тема: Ранг системи векторів. Теорема Кронекера-Капеллі.
План
1. Мінор k-го порядку матриці.
2. Ранг матриці. 
3. Теорема Кронекера-Капеллі.
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3. Коваленко І.П. «Вища математика» Навч. Посібник – К. Вища шк.., 2006. – 343с.
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Питання  для самоконтролю
1. Що називається мінором k-го порядку матриці?
2. Що називається рангом матриці? 
3. Як позначається ранг матриці?
4. Як обчислити ранг матриці?
5. Що називається матрицею системи?
6. Сформулюйте теорему Кронекера-Капеллі.
7.  Сформулюйте умову, коли система не має розвязків.
Завдання для самоконтролю
Вивчити означення.
[image: http://mathprofi.ru/g/slu_nesovmestnye_sistemy_i_sistemy_s_obshim_resheniem_clip_image002.gif]Дослідити матрицю на сумісність 
  



1. [image: http://abc.vvsu.ru/Books/Vissh_ma/obj.files/image220.gif] Мінор k-го порядку матриці.
Означення  1. Нехай є матриця порядку mn:

Мінором k-го порядку даної матриці називається визначник, складений з елементів, що стоять на перетині довільно обраних k рядків і k стовпців матриці.
[image: http://abc.vvsu.ru/Books/Vissh_ma/obj.files/image222.gif]Приклад 1. У матриці мінорами першого 

[bookmark: _GoBack][image: http://abc.vvsu.ru/Books/Vissh_ma/obj.files/image226.gif]порядку [image: http://abc.vvsu.ru/Books/Vissh_ma/obj.files/image224.gif]є самі елементи матриці. Якщо вибрати два рядки (наприклад, 1-й і 3-й) і два стовпці (наприклад, 2-й і 5-й), вийде мінор другого порядку Якщо взяти три рядки і три стовпці (наприклад, 1-й, 3-й, і 4-й), вийде мінор 3-го порядку
	2. Ранг матриці. 
Означення 2. Рангом матриці називається найбільший із порядків відмінних від нуля її мінорів.
Приклад 2. У розглянутій вище матриці А все мінори 3-го порядку дорівнюють нулю (це неважко перевірити, минорів 3-го порядку всього десять), а серед минорів 2-го порядку є відмінні від нуля, наприклад, обчислений вище. Значить, ранг матриці А дорівнює двом. Це позначається: r (A) = 2.
Приклад 3. [image: 1] Знайти r (А), де
[image: 1]
Розв’язок 
З елементів А можна скласти три визначники другого порядку і шість - першого порядку. Всі визначники другого порядку дорівнюють нулю, а першого жоден. Отже, r (А) =1.
Означення 3. Дві матриці B і C називаються еквівалентними (пишуть: B ~ C), якщо їх ранги рівні: r (B) = r (C).
Можна показати, що наступні перетворення не змінюють рангу матриці:
1) перестановка рядків матриці;
2) множення будь-якого рядка на дійсне число, відмінне від нуля;
3) додавання до елементів одного рядка відповідних елементів іншого рядка;
4) викреслювання рядка, всі елементи якого дорівнюють нулю.
Зазначені перетворення можна використовувати для визначення рангу матриці.
Приклад 4. Для визначення рангу матриці A необхідно виконати ланцюжок наступних перетворень:
[image: http://abc.vvsu.ru/Books/Vissh_ma/obj.files/image241.gif]~ [image: http://abc.vvsu.ru/Books/Vissh_ma/obj.files/image243.gif](переставили місцями перший і другий рядки) ~ [image: http://abc.vvsu.ru/Books/Vissh_ma/obj.files/image245.gif]( перший рядок помножили на -3 і додали до другого; перший рядок помножили на -3 і склали з третім) ~ [image: http://abc.vvsu.ru/Books/Vissh_ma/obj.files/image251.gif]( елементи третього рядка помножили на 
[image: http://abc.vvsu.ru/Books/Vissh_ma/obj.files/image253.gif]) ~ [image: http://abc.vvsu.ru/Books/Vissh_ma/obj.files/image255.gif]( до елементів третього рядка додали елементи другого рядка). Перетворена матриця має два ненульові рядки, отже, ранг матриці A дорівнює двом: r (A) = 2.
3. Теорема Кронекера-Капеллі.
Означення 4. Нехай дана система m лінійних рівнянь з n невідомими:
[image: http://abc.vvsu.ru/Books/Vissh_ma/obj.files/image264.gif]
Матрицею системи називають матрицю, складену з коефіцієнтів при невідомих, розширеною матрицею системи - матрицю із коефіцієнтів з додатковим стовпцем з вільних членів. Якщо позначити їх відповідно А і Ар, то
[image: http://abc.vvsu.ru/Books/Vissh_ma/obj.files/image269.gif], [image: ].
Теорема Кронекера-Капеллі. Для того щоб система лінійних рівнянь була сумісна, необхідно і достатньо, щоб ранг матриці системи дорівнював рангу її розширеної матриці.
r (А) = r (Ар)
Якщо при цьому ранг дорівнює числу невідомих, то система має єдине рішення, якщо він менше числа невідомих, рішень - безліч.
При r (А) < r (АР) система розв'язку не має.
Приклад 4. Дослідити систему лінійних рівнянь:
[image: http://abc.vvsu.ru/Books/Vissh_ma/obj.files/image273.gif]
Розв’язок. Оскільки всі елементи матриці системи входять в розширену матрицю, то ранги обох матриць можна обчислювати одночасно.[image: http://abc.vvsu.ru/Books/Vissh_ma/obj.files/image275.gif] [image: ]
Таким чином, матриця А містить два ненульових рядки, отже її ранг r(А) дорівнює двом. В матриці Ар три ненульових рядки, її ранг r(Ар) дорівнює трьом. Оскільки  r(А) r(Ар), система несумісна.



Якщо r (А) = r (Ар), то звертаємо увагу лише на ті рівняння системи, коефіцієнти при невідомих яких утворюють визначник, за яким встановлюється ранг системи. Усі члени таких рівнянь з коефіціетами, що входять у цей визначник, залишаємо в лівій частині, решту переносимо в праву частину. Розв'язуємо утворену систему рівнянь відносно невідомих, що містяться в лівій частині. Невідомі, що містяться в правій частині, можуть набувати довільних значень. Здобутий розв'язок, звичайно, задовольняє рівняння, які не розглядаємо.
Приклад 5. Розв'язати систему 
[image: 1]
Розв’язання. Складемо матриці: 
[image: ][image: ]

[image: ]
Маємо det А = 0, але                                                 

Оскільки коефіцієнти третього рівняння не входять в Δ, то це рівняння вилучаємо і розглядаємо систему
[image: 1][image: 1]
Звідси

Ці розв’язки задовольняють і вилучене рівняння.
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Tema 4: Teopema Kponexepa - Kaneuti

Hexali MaeMO MaTpHIIIO pO3MIPOM M X n, eleMedTaMH, K01 € YHCIIA.
Buitydarouu 3 11i€l MaTpuili IIeBHY KUTBKICTh PSJIKIB i CTOBIIIB, MOXKHA CKJIACTH
BU3HAYHUKH, 3 SIKUX JIesSKi MOXYTb SIK JIOPIBHIOBATH, TaK 1 HE JIOPiBHIOBATH HYIIIO.
Hali6G11pIuii MOpSIOK TaKMX BU3HAYHUKIB — MiHIMalIbHE 3 YHCET m [ A.

O. Panzom r (A) mampuuyi A Hasueaemovca HAUOILNbULUIL ROPAOOK
BIOMIHHO020 8i0 HYJ1A BUSHAYHUKA, CKIIA0EHO20 3A3HAYEHUM CROCOOOM 3 A.

I1.12 3uavitu r (A), ne A=\ |1 2 3

369

3 eneMeHTIB A MO)KHa CKJIaCTH TPU BU3HAUYHUKH IPYTOro MOPSAKY 1 IIICTB -
TMepIIOro MOPSIAKY. Bei BUBHAYHUKH IPYTOTo MOPSIKY JOPiIBHIOKOTH HYIIIO, a
nepioro xoxaeH. Otxe, r (A) =1.

Pozrasiuemo tenep C/IAP, 1110 MICTUTH M PIBHSIHD 3 # HEBIJOMUMHU
(m”< n), T06TO

anxitapx;t ... +apx,=b;;
azyx;+apx;t .. tayx,=b;;

© 00 0000000000000000000000006000000000000

Qi Xi T @G Xt oo T Qi X= i - (1.22)

Pazom 3 MaTpuLero A 11i€l cCUCTEMH PO3TIISIHEMO IIe TaK 3BaHy PO3IIHUPEHY
MaTpuLo A, , IKa, KpIM PAIKIB MaTpHLli A, MICTHTS Iiie ¥ CTOBIELb BITBHUAX
4JIeHIB PiBHSIHb CHCTEMHU:

ap; ap...djp, ap; ap...ap, by
A= az; Aj...dy, Ap = ] A22...42, bg
Ami Amzees Ay ml Am2 oeo Ay bm

Kponekep i1 Kanemni BcraHOBUIH, 1110 cuttema (1.22) Mae po3B’si30K,
Ak r (A) = r (Ap). llpu r (A) <r (Ap) cucrema po3B’s3Ky He Mae. Ll dakT He
JOBOJUTHMEMO.
ko ¥ (A) = r (Ap), TO 3BepTAEMO yBary JHIIIC HA Ti PIBHSHHS CUCTEMH,
Koe(ILIEHTU IPU HEBIIOMUX SKUX YTBOPIOIOTH BU3HAYHUK, 38 SKHM
BCTAHOBJIIOETHCS PAHI CUCTEMH. Y Cl WICHH TaKUX PIBHSHB 3 KoedilieTaMu, 10
BXOISTh y LIel BU3HAYHUK, 3AJIMILIAEMO B JTiBIf YaCTHHI, PEIITY TIePEHOCHUMO B
IpaBy 4acTUHY. PO3B’s3yeEMO yTBOPEHY CUCTEMY PiBHSIHB BIJHOCHO HEBIJIOMHUX,
1[0 MICTSITBCS B JiBid yacTwHi. HeBigoMi, 1110 MICTSITBCS B MMpaBil YacTHHI, MOXYTh
HaOyBaTH IOBUIBHUX 3HaYeHB. 3400YTH PO3B’ 30K, 3BUYAIHO, 33J0BOJIbHSIE
PIBHSIHHS, SIK1 HE PO3TIIAIAEMO.
I1.13 Po3p’s13aTu cucreMy
X;+2x,—x3=-3;
2x;—x;=23;
3x1 +XQ—)C3 = (.
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Po3p’s3anns. CxiiaeMo MaTpuili:

de o] 1 2-1-3
A=|2-1 0 Ap=-|2-1 0 3
3 =T 3L —1 53

Maemo det A = 0, ane A =’ l T2 l =—5# 0. Ockinbku KoedilieHTH
2-1

TPEeTBOI'O PiBHSAHHA HE BXOAATH B A, TO Ife PIBHSHHS BUIYYaEMO 1 PO3ITIIAEMO
cucTeMy

X 2.X'2 Xy 3,'
2x1 =8, 3¢
3Bincu
x1=x3+3, x=2x;-9 x;€R
S -1 5} J
I1i po3B’sI3KH 33/I0BOJIBHAIOTH | BUTy4YeHe PiBHSHHS.
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Po3p’s3anns. CkiiaieMo MaTpHIL:

=2 <] 1 2-1-3
A=||12-1 0 Ap=|12-1 0 3
31 = =15

Maemo det A =0, ane A =’ ! 12 l =—5# 0. Ockinbku KoedinieHTH
2-1

TPETHOTO PIBHAHHA HE BXOMAATH B A, TO ILie PIBHSHHS BIITy4aeMO i PO3IIIaeMo
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L1i po3B’s13KH 3aJOBOJIBHAIOTE | BUITY4eHe PiBHSIHHSL.
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